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iAbstract
The present work deals with the development of an alternative approach for
the treatment of contact problem in case of large deformations.
The discretiziation of the continuum and of its boundary leads to lost of topo-
logical information, since the most of the finite element solvers do not have
in general the element topology which is appropriate to the description of
geometry.
Description of large deformation contact problems with low order finite ele-
ments leads to sudden change in the normal direction. This change is due to
the discontinuity of the geometrical interface between the contact partners.
Using the C1-continuous description of the geometrical interface is a very
useful method to solve these problems.
The aim of this work is to realize a strategy to construct the geometry of the
contact boundary such that this geometry features C1-continuity. Thus, all the
nodes of the discretized boundary should fit to this geometry. Therefore we
apply a mixture of B-Spline-Curves and Subdivision Surfaces.
Furthermore, we developed a new treatment for the calculation of contact
problems, which is based on the C1-continuous geometry described ahead
connected to the penalty method. Numerical examples show the applicability
of the used method.
Keywords: geometric modeling, contact mechanic, finite element method
Zusammenfassung
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Entwicklung einer alternativen
Vorgehensweise zur Behandlung von Kontaktproblemen bei großen Defor-
mationen.
Durch die Diskretisierung des Kontinuums im Allgemeinen und des Kon-
taktrandes insbesondere gehen topologische Informationen verloren, da die
meisten Finite Element Lo¨ser nicht u¨ber die der Elementtopologie zugrunde-
liegenden Geometriebeschreibung verfu¨gen.
Bei Kontaktproblemen, die mit Kontaktelementen niederer Ordnung be-
schrieben werden, tritt ein plo¨tzlicher Wechsel der Fla¨chennormalen auf,
wenn ein Knoten des Slave-Partners u¨ber mehrere Segmente des Master-
ii
Partners gleitet. Dieser Wechsel resultiert aus der Diskontinuita¨t der geome-
trischen Beschreibung zwischen den Kontaktpartnern.
Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Realisierung einer Strategie
zur C1-stetigen Rekonstruktion des Kontaktrandes des Master-Partners und
zwar so, dass alle Knoten aus denen der Kontaktrand besteht, beru¨cksichtigt
werden. Dafu¨r wird eine Mischung aus den B-Spline-Kurven und den unter-
teilten Fla¨chen verwendet.
Desweiteren wird ein Verfahren zur Berechnung von Kontaktproblemen
entwickelt, das auf der gewonnenen C1-stetigen Geometrie in Verbindung
mit der Penalty-Methode basiert. Numerische Beispiele demonstrieren die
Anwendbarkeit der vorgestellten Methode.
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1.1 Motivation und Zielsetzung
Kontaktprobleme umfassen einen weiten Bereich von Prozessen in der
technischen Anwendung. Es mu¨ssen bei der Untersuchung von technischen
Problemstellungen ha¨ufig Kontaktbedingungen beru¨cksichtigt werden. Ein
Beispiel fu¨r solche technischen Probleme ist die Simulation des Crash-
Verhaltens einer Autokarosserie, z.B. SCHWEIZERHOF & NILSON (1991).
Die Kontaktbedingungen spielen auch eine zentrale Rolle in zahlreichen
anderen Komponenten des Maschinenbaus und der Automobiltechnik.
Dazu za¨hlen u. a. Wa¨lz- und Gleitlager, Dichtungen, Reifen, Bremssysteme
und Airbags. Weitere Anwendungsbeispiele finden sich im Bereich der
Umformtechnik, der Eisenbahntechnologie (Rad-Schiene-Interaktion) wo
der Rollkontakt und die Rollkontaktdynamik eine Schlu¨sselrolle spielen
z.B. NACKENHORST (2000), der Verbindungstechnik und bei der Un-
tersuchung biomechanischer und geophysikalischer Probleme. Weitere
Anwendungen bei denen auf die Kontaktbedingungen eine besonderer
Augenmerk zu richten ist sind Probleme der Untersuchung von Baugrund-
Tragwerk-Interkationen, z.B. HARALDSSON (2004) sowie die Untersuchung
thermomechanisch gekoppelter Kontaktprobleme wie bei den wa¨rmeu¨ber-
tragenden Bauteilen und Strukturen oder bei der Interaktion zwischen Reifen
und Fahrbahn, RIEGER (2003).
Die ersten Forschungen auf dem Gebiet der Kontaktmechanik gehen auf
LEONARDO DA VINCI (1452-1519) zuru¨ck. Er stellte einen Zusammenhang
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zwischen dem Gewicht eines Objektes und den Reibungskra¨ften fest. Seine
Entdeckung diente spa¨ter als Grundlage fu¨r das von COULOMB (1736-1806)
entwicklte Reibgesetz. Dieses Reibgesetz ist als das COULOMBsche Rei-
bungsgesetz bekannt.
HERTZ (1857-1894) fu¨hrte die erste theoretische Behandlung eines Kon-
taktproblemes durch. Er untersuchte den Kontakt zwischen den Ko¨rpern mit
Hilfe der Potentialtheorie des elastischen Halbraumes. Er setzte bei diesen
Untersuchungen Reibungsfreiheit voraus. In JOHNSON (1985) findet man
eine detaillierte Ausfu¨hrung seiner analytischen Lo¨sungen.
Die von SIGNORINI (1933) formulierten Randbedingungen in Unglei-
chungsform fu¨r den Kontakt eines elastischen Ko¨rpers gegen einen starren
Ko¨rper ohne Reibung bilden die Basis fu¨r weitere analytische Lo¨sungen. Die
analytischen Lo¨sungen ko¨nnen grundsa¨tzlich nur fu¨r Probleme mit einfachen
Geometrien hergeleitet werden.
Zur Untersuchung allgemeiner Kontaktprobleme eignen sich numerische
Lo¨sungsmethoden. Die am meisten verwendete Methode ist die FEM.
Der Fortschritt auf dem Gebiet der Numerik hat dazu gefu¨hrt, dass eine
neue Generation von numerischen Algorithmen entstanden ist, mit deren
Hilfe heute Kontaktprobleme mit großen Deformationen und Reibung in
Verbindung mit elastischem und inelastischem Materialverhalten mittels der
Finite Elemente Methode analysiert werden.
Die direkten Variationsmethoden wurden von CHAN & TUBA (1977),
FRANCAVILLA & ZIENKIEWICZ (1975), WRIGGERS (1981) und an-
deren angewendet. Bei dieser Methode erfolgt die Lo¨sung mittels einer
inkrementell- iterativen Vorgehensweise. Die zu erfu¨llenden Randbe-
dingungen lassen sich auf der Basis der trial and error Strategie u¨ber
Vorlaufrechnungen bestimmen und anschließend direkt in die Systemglei-
chungen einarbeiten, HOFFMANN (2003).
Im Gegensatz dazu werden bei dem Penaltyverfahren und bei der Methode
der Lagrange Multiplikatoren die Kontaktbedingungen mit der active-set-
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strategie eingearbeitet. Es wird dabei angenommen, dass sich wa¨hrend
eines Iterationsschrittes die Kontaktfla¨che nicht a¨ndert. Diese Annahme
fu¨hrt innerhalb der Iteration zu einer Nebenbedingung in Gleichungsform,
WRIGGERS (1988).
Kontaktprobleme zeichnen sich dadurch aus, dass sich zwischen den Ko¨rpern
Beru¨hrungszonen einstellen. Diese Zonen sind stark von der Geometrie und
den Materialeigenschaften der Ko¨rper abha¨ngig. Oft werden die Kontakt-
ra¨nder gesondert diskretisiert, so werden bei dreidimensionalen Problemen
zweidimensionale Kontaktelemente und bei zweidimensionalen Problemen
eindimensionale Kontaktelemente verwendet. Durch die Diskretisierung des
Kontinuums im Allgemeinen und des Kontaktrandes insbesondere gehen
topologische Informationen verloren, da die meisten Finite Elemente Lo¨ser
nicht u¨ber die der Elementtopologie zugrundeliegenden Geometriebeschrei-
bung verfu¨gen. Ein Ziel dieser Arbeit ist daher, aus der Diskretisierung
mittels der Methoden der Freiformgeometrie die Kontaktzonen wieder zu
rekonstruieren. Die Kontaktsuche - auf die noch im Verlauf dieser Arbeit
eingegangen wird - erfolgt dann durch einen Algorithmus, der auf der Basis
der Freiformgeometrie entwickelt wird.
Die Methoden des geometrischen Modellierens stellen Mo¨glichkeiten zur
Verfu¨gung um aus einer vorgegebenen Knotensequenz eine C1-stetige Kurve
zu modellieren. Die C1-Stetigkeit ermo¨glicht die Bildung der 1. und der
2. Ableitung. So ko¨nnen die aus der schwachen Formulierung der Kon-
taktbedingungen resultierenden Terme, die ho¨here Ableitungen beinhalten,
implementiert werden. Der Normalvektor an kann dann zu jedem beliebigen
Zeitpunkt an jedem beliebigen Punkt der gebildeten Kurve evaluiert werden.
Im Ausgangszustand hat man die FEM-Diskretisierung des zu berechnenden
Gebietes. Diese Diskretisierung ist in der Regel eine Approximation der
Geometrie der zu berechnenden Strukturen und birgt schon in sich den
Diskretisierungsfehler. Bei der Behandlung von Kontaktproblemen sind
die Ra¨nder der sich kontaktierenden Ko¨rper im Mittelpunkt des Interesses.
Diese Ra¨nder werden durch Linienelemente diskretisiert, die lediglich
aus 2 Knoten bestehen. Die Anwendung der Techniken des geometrischen
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Modellierens fu¨r die Bildung einer C1-stetigen Kurve setzt die Existenz eines
Kontrollpolygons voraus, das aus 3 Knoten besteht. Fu¨r die Generierung des
fehlenden Knotens wird in dieser Arbeit ein Subdivision Schema, auf das im
weiteren Verlauf eingegangen wird, benutzt. In dieser Arbeit wird ein neues
Verfahren implementiert, das auf das Penaltyverfahren basiert ist, wobei die
Kontaktdetektion durch die Analyse der Randgeometrie der Kontaktpartner
durchgefu¨hrt wird.
Der Prozess, bei dem aus der FEM-Diskretisierung die Randgeometrie gebil-
det werden wird, bezeichnet man auch als Reverse-Engineering. Der Begriff
Reverse Engineering kommt aus dem Englischen und bedeutet umgekehrt
entwickeln und bezeichnet den Vorgang, aus einem bestehenden, fertigen
System oder einem meist industriell gefertigten Produkt durch Untersuchung
der Strukturen, Zusta¨nde und Verhaltensweisen die Konstruktionselemente
zu extrahieren. Aus dem fertigen Objekt wird somit wieder ein Plan ge-
macht. Im Gegensatz zu einer funktionellen Nachempfindung, die ebenso
auf Analysen nach dem Black Box-Prinzip aufbauen kann, versucht das
Reverse Engineering das vorliegende Objekt weitgehend exakt abzubilden.
Es wird somit ermo¨glicht, eine 1:1-Kopie des Objekts anzufertigen um auf
deren Basis Weiterentwicklung zu betreiben. In der vorliegenden Arbeit wird
die Aufgabe gestellt, aus einem diskretisierten Netz - also das bestehende
System - die urspru¨ngliche Geometrie zu rekonstruieren.
1.2 Stand der Forschung
Randwertprobleme, die eine computerunterstu¨tzte kontaktmechanische
Behandlung erfordern, sind von großer Bedeutung im industriellen Einsatz,
WRIGGERS (2002), LAURSEN (2003), STEIN ET AL. (2004).
Um den Anforderungen der Aufgaben der Kontaktmechanik gerecht zu
werden, wurden Studien durchgefu¨hrt, um moderne Simulationstechniken
zu entwickeln, die die Methode der Finiten Elemente benutzen. Der Fokus
einiger dieser Arbeiten war auf die kontinuumsmechanischen Grundlagen
der Kontaktmechanik und ihre Herleitung konzentriert um die Ergebnisse so
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in einem FEM-Algorithmus einzubetten, WRIGGERS (1995).
Die meist verwendete Diskretisierungstechnik zur Beschreibung von
Kontaktproblemen mit großen Deformationen ist der so genannte node-to-
segment Ansatz, bei dem ein beliebiges Gleiten des Kontaktknotens auf
den Kontaktbereich erlaubt ist. Diese Vorgehensweise fu¨hrt allerdings zu
Diskontinuita¨ten in der Durchdringungsfunktion wenn die Kontaktfla¨che
durch 4 Knoten Elemente diskretisiert wird. Dies hat die Konsequenz, dass
die Kontaktkra¨fte starke Oszillationen aufweisen wu¨rden, STADLER &
HOLZAPFEL (2004)
Fu¨r den Kontakt zwischen elastischen Ko¨rpern und starren Hindernissen
haben verschiedene Autoren, z.B. HANSSON & KLARBRING (1990), KI-
KUCHI & ODEN (1988),WRIGGERS & IMHOF (1993), SHIMIZU & SANO
(1995) gezeigt, dass der Einsatz von C2-stetigen Kontaktfla¨chen vorteilhaft
ist, da die C2-Stetigkeit eine notwendige Bedingung fu¨r eine quadratische
Konvergenz bei nichtlinearen Solvern darstellt. Fu¨r deformierbare Ko¨rper
wurden einige Gla¨ttungstechniken entwickelt, wie z.B. kubische hermite In-
terpolation, PADMANABHAN & LAURSEN (2001), kubische Be´zier-Spline,
PIETRZAK & CURNIER (1999), WRIGGERS & KRSTULOVIC OPARA
(2001).
Erste Ansa¨tze, die Kontaktvorga¨nge mit C1-stetigen Oberfla¨chen zu be-
schreiben, sind in PIETRZAK & CURNIER (1999) und WRIGGERS &
KRSTULOVIC OPARA (2001) diskutiert. Bei letzterem wird vorausgesetzt,
dass das aktive Kontaktsegment, wo der Kontakt stattfindet, bekannt ist. Der
Kontaktrand wird durch C1-stetige Polynome beschrieben, die durch den so
genannten Mittelknoten definiert sind. Der Kontrollpolygon setzt sich aus
den Mittelknoten zweier aufeinander folgenden Kontaktelemente und deren
gemeinsamen Knoten zusammen. Diese Polygone verlaufen aber nicht durch
alle Knoten des Kontaktrandes.
CIRAK ET AL. (2000) wenden die Subdivision Technik an, um damit Finite
Elemente Analysen von du¨nnwandigen Platten durchzufu¨hren. Es wurde
hier ein Dreiecks-Platten Element implementiert, welches auf der Loop
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Schemata Technik (LOOP (1987)) basiert. Dabei wurde eine Struktur imple-
mentiert, die Informationen u¨ber das Element selbst, Informationen u¨ber die
Nachbarelemente und Informationen u¨ber die Randbedingungen beinhaltet.
Einen interessanten Ansatz liefert die Arbeit von STADLER & HOLZAP-
FEL (2004). In dieser Arbeit wurden verschiedene Subdivision Schemata
benutzt, um Kontaktfla¨chen beliebiger Topologien zu parametrisieren. Es
wurde auch dargestellt, wie diese Techniken benutzt werden ko¨nnen, um
sowohl ein adaptives strukturiertes Netz als auch ein unstrukturiertes Netz
zu parametrisieren. Diese Vorgehensweise liefert sehr brauchbare Ergebnisse.
1.3 Gliederung der Arbeit
Nachdem in diesem Kapitel 1 eine kurze Einleitung u¨ber Kontaktmechanik
und den Zweck gegeben wurde, wird im Kapitel 2 ein allgemeiner U¨berblick
u¨ber den kontinuumsmechanischen Rahmen gegeben.
Kapitel 3 bescha¨ftigt sich mit den Techniken des geometrischen Modellie-
rens, insbesondere mit Be´zier- und B-Spline-Techniken. In diesem Kapitel
wird auf die Bildung von Kurven im Raum sowie auf die mathematische
Formulierung der Ableitungen dieser Kurven eingegangen.
In Kapitel 4 wird auf die prinzipielle Vorgehensweise der finiten Elemente
Methode eingegangen. Ausgehend von einer nichtlinearen Differential-
gleichung wird gezeigt, wie die Variation und Linearisierung durchgefu¨hrt
werden ko¨nnen um dann das Gleichungssystem zur Lo¨sung einer Ingenieur-
aufgabe mittels FEM aufzustellen.
In Kapitel 5 wird auf die allgemeinen Grundlagen der Kontaktmechanik ein-
gegangen, die verschiedenen Methoden zur Lo¨sung eines Kontaktproblems
werden aufgeza¨hlt, und es wird dargestellt, wie man solche Aufgaben mittels
FEM behandeln kann.
In Kapitel 6 wird die Implementierung der vorgestellten Aufgabe dargestellt.
Es wird auf die zu entwickelnden Algorithmen eingegangen und die Ver-
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knu¨pfung zwischen dem geometrischen Modellieren, der finiten Elemente
Methode sowie der Kontaktmechanik hergestellt, um dann eine alternative
Vorgehensweise zu entwickeln fu¨r die Berechnung von Kontaktproblemen.
Anhand numerischer Beispiele werden in Kapitel 7 verschiedene Modelle
berechnet und diskutiert.
Schließlich werden in Kapitel 8 die gewonnenen Erkenntnisse zusammen-
gefasst und ein Ausblick auf mo¨gliche weitere Forschungsentwicklung gege-
ben.
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Kapitel 2
Kontinuumsmechanische Grundlagen
Die Kontinuumsmechanik ist ein Teilgebiet der Physik und befasst sich
mit dem Verformungsverhalten von Strukturen. Fu¨r den Fall, dass man
Festko¨rper (solid) untersucht, dessen Volumen und Form unter Belastung
vera¨ndert werden, spricht man von Festko¨rpermechanik. Hat man es mit Flui-
den, zu tun so spricht man von Stro¨mungsmechanik.
Sowohl Festko¨rpermechanik als auch Stro¨mungsmechanik haben die glei-
chen mathematischen Feldgleichungen, sie unterscheiden sich jedoch in den
individuellen charakteristischen Eigenschaften. Die Gleichungen, die die
charakteristischen Eigenschaften eines Materials oder einer Materialklasse
repra¨sentieren und ein Material vom anderen unterscheiden sind die so
genannten konstitutiven Gleichungen.
In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe und Beziehungen der
Kontinuumsmechanik angegeben. Fu¨r einen tieferen Einblick in die Konti-
nuumsmechanik sei auf die einschla¨gige Literatur verwiesen, z.B. PARISCH
(2003), ALTENBACH & ALTENBACH (1994), CHANDRASEKHARAIAH &
DEBNATH (1994), BETTEN (2001).
Die Grundlagen der Kontinuumsmechanik bilden die materialunabha¨ngigen
Betrachtungen der Kinematik und dessen Zusammenhang mit den inneren
und a¨ußeren Kra¨ften und die, Bilanzgleichungen.
11
12 KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN
2.1 Kinematik
Die Kinematik befasst sich mit der Beschreibung von Bewegungen an sich,
d.h. rein geometrisch und ohne Beru¨cksichtigung von Kra¨ften als deren Ur-
sache.
2.1.1 Kontinuum, materieller Ko¨rper, Konfiguration
Ein Kontinuum ist eine Punktmenge, die den Raum oder Teile des Raumes zu
jedem Zeitpunkt stetig ausfu¨llt. Unter einem materiellen Ko¨rper B versteht
man eine zusammenha¨ngende, kompakte Menge von materiellen Punkten X
im Euklidischen Punktraum E3. Im Allgemeinen wird B aus unendlich vielen
materiellen Punkten bestehen.
Unter einer Konfiguration von B versteht man eine eineindeutige Abbildung
ϕ : B → E3, die die materiellen Punkte von B in E3 platziert. Damit wird der
Ort eines materiellen Punktes X aus B durch
x = xiei = ϕ(X , t) (2.1)
angegeben. Somit kann die Bewegung eines Ko¨rpers als eine stetige und
stetig differenzierbare Aufeinanderfolge von Konfigurationen beschrieben
werden.
In der Regel verwendet man zur Beschreibung der Bewegung eine Referenz-
konfiguration ϕ0 = ϕ(X , t0) zur festen Zeit t0. In der Referenzkonfiguration
befindet sich der Ko¨rper in einem unbelasteten, unverformten und spannungs-
freien Zustand. Die Lage eines materiellen Punktes wird in der Referenzkon-
figuration durch
X = XiEi = ϕ(X , t0) (2.2)
bestimmt. In diesem Fall wird das Gebiet, das vom Ko¨rper in E3 besetzt ist,
B0 und der Rand wird ∂B0 genannt.
Zur Zeit t > t0 befindet sich der Ko¨rper in einem verformten, belasteten und
spannungsbehafteten Zustand. In diesem Fall besitzt der Ko¨rper das Gebiet
B im E3 mit dem Rand ∂B . Die Konfiguration nennt man die aktuelle- bzw.
Momentankonfiguration.
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Bild 2.1: Ausgang- und Referenzkonfiguration
2.1.2 LAGRANGEsche Betrachtungsweise
In dieser Darstellung, die auch materielle Betrachtungsweise genannt wird,
wird die Geschichte eines materiellen Partikels beobachtet. Die Eigenschaf-
ten eines materiellen Punktes werden als Funktion von X und t formuliert. Ein
Beobachter misst die zeitliche A¨nderung eines festen materiellen Partikels in
Abha¨ngigkeit der Koordinaten (X1,X2,X3) der Ausgangskonfiguration.
2.1.3 EULERsche Betrachtungsweise
In dieser Darstellung, die auch ra¨umliche Betrachtungsweise genannt wird,
wird beobachtet wie sich ein Teilchen bewegt, das sich zu einem Zeitpunkt t
an dem Ort x befindet, und zwar in Abha¨ngigkeit der Koordinaten (x1,x2,x3)
der Momentankonfiguration.
2.1.4 Materieller Deformationsgradient
Um die Deformationen benachbarter materieller Punkte eines Kontinuums
beschreiben zu ko¨nnen, wird der materielle Deformationsgradient, (oder ein-
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fach Deformationsgradient genannt), eingefu¨hrt




Die Determinante des Deformationsgradienten J = detF darf nicht Null wer-
den, d.h. F darf nicht singula¨r sein, da ansonsten Selbstdurchdringungen eines
Ko¨rpers nicht ausgeschlossen werden ko¨nnen.
Der Deformationsgradient ist zeitlich und ra¨umlich vera¨nderlich und ist nicht
symmetrisch.
Mit Hilfe des Deformationsgradienten ist es mo¨glich, infinitesimale Lini-
enelemente von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration zu
transformieren
dx = FdX . (2.4)
Fla¨chenelemente werden nach
n da = J F−T N dA (2.5)
von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration transformiert.
In Gleichung (2.5) ist n der Normalvektor auf dem Fla¨cheninkrement da in
der Momentankonfiguration und N der Normalvektor auf dem Fla¨cheninkre-
ment dA in der Ausgangskonfiguration.
Infinitesimale Volumenelemente lassen sich nach
dv = JdV (2.6)
von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration transformie-
ren.
Diese Transformationen beinhalten sowohl Starrko¨rperbewegungen als auch
Deformationen.
Ausgangspunkt fu¨r die Formulierung konstitutiver Beziehungen sind von
Starrko¨rperrotationen unabha¨ngige Verzerrungsgro¨ßen.
Um die Starrko¨rperrotationen aus dem Deformationsgradienten zu eliminie-
ren, wird eine polare Zerlegung des Deformationsgradienten durchgefu¨hrt.
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Dafu¨r wa¨hlt man das Quadrat der Linienelemente in der Referenz- bzw. Mo-
mentankonfiguration. Mit Hilfe des Linienelementes in der Momentankonfi-
guration ds = dx ·dx = F dX ·F dX = dXFT ·F dX kann der rechte CAUCHY-
GREEN Deformationstensor definiert werden
C = FTF . (2.7)
C ist ein Tensor zweiter Stufe, symmetrisch und positiv definit. Er misst die
Deformation des Momentanzustandes bezogen auf die Referenzkonfigurati-
on.
Analog kann der linke CAUCHY-GREEN Deformationstensor definiert wer-
den
b = FFT . (2.8)
Dieser Tensor ist auf die Momentankonfiguration bezogen.
2.1.5 Verschiebungsgradient
Der Verschiebungsvektor
u = x−X (2.9)
ist als ein Maß fu¨r die Bewegung definiert. Somit la¨sst sich der Deformati-





Gleichung (2.10) fu¨hrt zur Definition des ra¨umlichen Verschiebungsgradien-
ten
H = F−1 . (2.11)
2.1.6 Verzerrungsmaße
Zur Konstruktion von Verzerrungstensoren bildet man die Differenz zwi-
schen den Quadraten der Linienelemente in der Momentan- und Referenz-
konfiguration.
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Dieser Tensor ist bezogen auf die Referenzkonfiguration.
2.2 Spannungszustand
Das CAUCHY-Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen dem Span-
nungsvektor t, der auf einem infinitesimalen Fla¨chenelement da wirkt, und
dem Normalenvektor n an diesem Fla¨chenelement her. Dieser Spannungs-
vektor ha¨ngt ab von der Normale, der Zeit t und der Lage eines materiellen
Punktes repra¨sentiert durch den Ortsvektor x
t = F (t,x,n) . (2.13)
Ferner gilt folgender Zusammenhang
t =σ(x, t) ·n . (2.14)
Dabei ist der symmetrische Spannungstensor σ wie folgt definiert
σ = σijei⊗ej . (2.15)
Der erste Index i gibt die Richtung der Normalen an und der zweite Index j
gibt die Richtung der Spannung an.
Man unterscheidet grundsa¨tzlich zwischen der Nennspannung, die auf ein
unverformtes Fla¨chenelement dA in der Ausgangskonfiguration B0 bezogen
ist, und der wahren Spannung, die sich auf dem Fla¨chenelement da in der




σ ·n da (2.16)







P ist der 1.PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor. Dieser Spannungsten-
sor ist nicht symmetrisch.
Der 2.PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor S ist wie folgt definiert,
S = F−1P = JF−1σF−T . (2.18)
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Dieser Tensor ist vollsta¨ndig auf die Ausgangskonfiguration bezogen. Er lie-
fert keine phsikalische Bedeutung ist aber symmetrisch und somit fu¨r die
numerischen Berechnung vom Vorteil.
2.3 Erhaltungssa¨tze
Erhaltungsgro¨ßen werden in zwei Kategorien aufgeteilt:
1. Extensive Erhaltungsgro¨ßen: diese werden auf das Volumen bezogen.
2. Intensive Erhaltungsgro¨ßen: diese werden auf einen Punkt bezogen.
2.3.1 Massenerhaltung





definiert. Demnach la¨sst sich die Masse eines Ko¨rpers in der aktuellen Kon-















⇒ dv = ρ0
ρ
dV . (2.22)
Die 2. lokale Form der Massenerhaltung erha¨lt man aus der Aussage, dass





ρdv = 0 . (2.23)
18 KAPITEL 2. KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN
Unter Einbeziehen vom Gleichung (2.6), und mit





(ρJ)dV = 0⇒ ρ˙ +ρdivx˙ = 0 . (2.25)
2.3.2 Impulserhaltung
Die Rate des Impulses entspricht der Summe der von außen auf einem Kon-
tinuum einwirkenden Kra¨fte. Demnach gilt






t da , (2.26)
b bezeichnet die spezifische Volumenkraft und t den eingepra¨gten Span-
nungsvektor auf das infinitesimale Fla¨chenelement da.
Ferner ist der Impuls eines Massenpunktes nach
I = mx˙ (2.27)
definiert. Demnach la¨sst sich der Impuls eines Ko¨rpers unter Beru¨cksichti-










ρx˙ JdV . (2.29)
Die Rate des Impulses eines Ko¨rpers la¨sst sich dann unter Verwendung der













berechnen. Schließlich kann aus den Gleichungen (2.26),(2.30) und (2.24)








t da . (2.31)
Aus Gleichung (2.31) kann unter Verwendung des GAUSSschen Integralsat-
zes und des CAUCHYschen Spannungstheorems die dynamischen Feldglei-
chungen hergeleitet werden
divσ+ρb = ρx¨ . (2.32)
Im statischen Fall sind die Tra¨gheitsterme vernachla¨ssigbar und Gleichung
(2.32) wird zur statischen Feldgleichung und reduziert sich auf
divσ+ρb = 0 . (2.33)
2.3.3 Drehimpulserhaltung
Der Drehimpuls eines Massenpunktes ist nach
L = m×v (2.34)
definiert. Demnach ist der Drehimpuls eines Ko¨rpers unter Beru¨cksichtigung




r× ρx˙ dv , (2.35)
mit r = x−x0.
Die objektive zeitliche A¨nderung des Drehimpulses bezu¨glich eines Raum-
festen Koordinatensystems entspricht der Summe der auf den Ko¨rper einwir-








fu¨r einen Ko¨rper in der aktuellen Konfiguration ergibt, und unter Beru¨cksich-






[(x−x0)×ρx˙ J] dV (2.37)
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in der Ausgangskonfiguration.
Unter Verwendung von Gleichung (2.24), der Kettenregel und nach einigen







(x−x0)× t da . (2.38)
Aus dem Erhaltungssatz des Drehimpulses kann die Symmetrie des
CAUCHYschen Spannungstensors σ = σT hergeleitet werden, WRIGGERS
(2001).
2.3.4 Energieerhaltung
Der Energieerhaltungssatz ist der wichtigste Erhaltungssatz in der klassi-
schen Physik und sagt aus, dass die Gesamtenergie eines Systems durch Pro-
zesse, die ausschließlich innerhalb des betrachteten Systems stattfinden, nicht
vera¨ndert werden kann. Das heißt, es ist unmo¨glich, innerhalb eines abge-
schlossenen Systems Energie zu erzeugen oder zu vernichten. Die Energie
ist damit eine Erhaltungsgro¨ße. In der Thermodynamik ist der Energieerhal-
tungssatz eine Formulierung des ersten Hauptsatzes.








t ·v da (2.39)
definiert.
















und der inneren Energie






E˙ = P +Q . (2.43)
Das bedeutet, dass die zeitliche A¨nderung der totalen Energie E= U + K
gleich der Summe aus der mechanischen Leistung P aller a¨ußeren Kra¨fte und
der thermischen Leistung Q ist.
Unter Verwendung des GAUSSschen Integralsatzes und des CAUCHYschen
Spannungstheorems und nach Einsetzen aller Beziehungen in Gleichung
(2.43) kann die lokale Form der Energieerhaltung gebildet werden,
ρ(u˙ +v · v˙) = ρ(b ·v+ r)+v ·divσ+σ · ·gradv−divq . (2.44)
2.4 Konstitutive Gleichungen
Um ein mechanisches Problem lo¨sen zu ko¨nnen, mu¨ssen die konstitutiven
Gleichungen zur Kinematik- und Erhaltungsgleichungen hinzugefu¨gt wer-
den. Diese beschreiben das Materialverhalten der beteiligten Ko¨rper.
In dieser Arbeit mu¨ssen die beteiligten Ko¨rper eine ada¨quate Antwort auf
große Deformationen geben ko¨nnen. Daher wird ein nichtlineares Konsti-
tutivgesetz verwendet. Das verwendete Materialmodell, ist das nichtlineare
Neo-Hooke-Gesetz.
Die Verzerrungsenergiefunktion fu¨r ein schwach kompressibles isotropes






g(J) = c(J2−1)−dlnJ−µ lnJ .
Die konstitutive Beziehung fu¨r den 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungs-
tensor erha¨lt man nach Gleichung (2.45) mit c = Λ4 und d =
Λ
2 zu









Die zweite Differentiation der Verzerrungsenergiefunktion nach dem linken








Der vierstufige Tensor IC−1 wird aus der Ableitung der Inverse des rechten




Das computerunterstu¨tzte mathematische Modellieren oder im englischen
Sprachgebrauch Computer Aided Densign (CAD) mit Freiformgeometrien
ist ein fester Bestandteil in vielen technischen Ingenieuranwendungen FA-
RIN (2002), GALLIER (2000), HOSCHEK & LASSER (1992), BERKHAHN
(2005). Der Ursprung dieser Technik liegt im Schiffsbau als die Schiffsarchi-
tekten die Schiffsru¨mpfe geometrisch modelliert haben. Im Laufe der Jahr-
hunderte wurden die Grundlagen des geometrischen Modellierens basierend
auf den theoretischen Grundlagen der Differentialgeometrie mathematisch
aufgefasst und in der zweiten Ha¨lfte des vergangenen Jahrhunderts wurden
diese Grundlagen rechnergerecht formuliert, um die Softwareimplementie-
rung fu¨r das geometrische Modellieren zu ermo¨glichen. Die geometrische
Modellierung umfasst den Prozess des Erzeugens und Manipulierens von
geometrischen Formen. Dank dieser Technik ist es heute mo¨glich, Entwu¨rfe
und Konstruktionen im Maschinen-, Flugzeug- und Fahrzeugbau sehr effizi-
ent durchzufu¨hren.
3.1 Darstellung von Kurven
Unter einer Kurve C versteht man eine eindimensionale Punktmenge. Man
kann sich eine solche als gebogenes Stu¨ck Draht vorstellen. Ist sie Teil
einer Ebene, dann spricht man von einer ebenen Kurve, ansonsten von einer
Raumkurve.
Bei der mathematischen Darstellung von Kurven unterscheidet man zwi-
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schen der expliziten, der impliziten und der parametrischen Darstellung,
HOSCHEK & LASSER (1992), FARIN (2002). Bei der Umsetzung dieser
Tabelle 3.1: Darstellungsmo¨glichkeiten einer Kurve
Exiplizit y = f(x)
Implizit f(x,y) = 0
Parametrische C(t) = [x(t),y(t)]T
Arbeit wurden parametrische Kurven eingesetzt. Im weiteren Verlauf wird
darauf noch eingegangen.
Bei den parametrischen Kurven in der Ebene werden die x- und y-
Koordinaten durch unabha¨ngige Funktionen gegeben, die in Abha¨ngigkeit
von einem Parameter t definiert sind
x = x(t) ,
y = y(t) ,
t ∈ R .
Die fett dargestellten Symbole stellen in dieser Arbeit sowohl Punkte als
auch Vektoren als auch Matrizen dar.
Die allgemeine Form einer parametrischen Kurve n-ten Grades im dreidi-





tiai mit C, ai ∈ E3 und t ∈ R . (3.1)
Werden am Parameter t die Anforderungen gestellt, dass er aus dem Intervall
[0,1] ist, so liegt die Kurve in normalisierter Form vor.
3.2 Lineare Interpolation
Gegeben seien 2 Punkte a und b im dreidimensionalen Euklidischen Raum
E3.
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Die Menge aller Punkte x(t) ∈ E3 mit
x(t) = (1− t)a + tb mit t ∈ [0;1] und a, b, x (t) ∈ E3 (3.2)
wird als Strecke durch die Punkte a und b bezeichnet.
3.3 Be´zier-Kurven
Die Herleitung der Be´zier-Kurven wird ausgehend von einer linearen Interpo-
lation gezeigt. Es wird eine quadratische Be´zier-Kurve hergeleitet, da solch
eine Kurve eine C1-Stetigkeit aufweist.
Fu¨r die Bildung einer quadratischen Be´zier-Kurve werden drei Punkte im
dreidimensionalen Euklidischen Raum E3 beno¨tigt. Zuna¨chst wird die Ge-













Bild 3.1: Bildung einer Be´zier-Kurve durch Lineare Interpolation
rade c10(t) zwischen den Kontrollpunkten p0 und p1 nach Gleichung (3.2)
gebildet
c10(t) = (1− t)p0+ tp1 , (3.3)
analog wird die Gerade c11(t) gebildet
c11(t) = (1− t)p1+ tp2 . (3.4)
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Um jetzt die quadratische Be´zier-Kurve zu gewinnen, muss man nur noch ei-





c20(t) = (1− t)c10+ tc11 . (3.5)
Setzt man Gleichung (3.3) und Gleichung (3.4) in Gleichung (3.5) ein, so
erha¨lt man die quadratische Be´zier-Kurve in folgender Form
c20(t) = (1− t)2p0 +2t(1− t)p1+ t2p2 . (3.6)
Desweiteren sieht man in Bild 3.1, dass der Punkt p1 nicht auf der Kurve liegt.





Bni (t)pi mit pi, C(t) ∈ E3; t ∈ [0,1] . (3.7)
Die einzelnen Terme in Gleichung (3.7) sind:
pi : Kontrollpunkte, die das Kontrollpolygon bilden
n : Grad der zu bildenden Kurve
Bni : Bernstein-Polynome
3.3.1 Die Bernstein-Polynome






ti (1− t)n−i (3.8)
heißen Bernstein-Polynome vom Grad n bezu¨glich des Intervalls [0,1]. Durch


















1C steht fu¨r Kurve, der untergesetzte Index B steht fu¨r Be´zier
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Im Bild 3.2 ist der Verlauf der Bernstein-Polynome fu¨r eine Be´zier-Kurve
vom Grad n= 2 graphisch dargestellt .




















Bild 3.2: Verlauf der Bernstein-Polynome fu¨r eine quadratische Kurve
Die Bernstein-Polynome bezu¨glich des Intervalls [0,1] haben folgende Ei-
genschaften:
Basiseigenschaft: Die Bernstein-Polynome Bni (t) sind linear unabha¨ngig.
Positivita¨t: Alle Bernstein-Polynome sind gro¨ßer oder gleich Null. Bni ≥
0 ∀ t ∈ [0,1].
Extrema: Bni besitzt im Intervall [0,1] genau ein (absolutes) Maximum. Es
befindet sich an der Stelle t = in . Fu¨r i=0 und i=1 erha¨lt man insbeson-
dere Bn0(0) = B
n
n(1) = 1.












ti(1− t)n-i = 1 .
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3.3.2 Eigenschaften der Be´zier-Kurven
Die Eigenschaften der Be´zier-Kurven lassen sich aus den Eigenschaften der
Bernstein-Polynome herleiten, PIEGEL & TILLER (1997), FARIN (2002):
Affine Kombination: Die Summe der Bernstein-Polynome ist fu¨r jeden Pa-
rameter t gleich 1. Damit stellt eine Be´zier-Kurve eine affine Kombina-
tion dar.
Konvexe Hu¨lle: Eine Be´zier-Kurve liegt immer in der konvexen Hu¨lle der
Ausgangskontrollpunkte, da die Vorfaktoren einer jeden Interpolation
zwischen 0 und 1 liegen.
Beschra¨nkte Schwankung: Keine Gerade schneidet eine Be´zier-Kurve
ha¨ufiger als das zugeho¨rige Kontrollpolygon.
Endkontrollpunktinterpolation: Wie man leicht dem Bild 3.1 entnehmen
kann, verla¨uft die Be´zier-Kurve durch den Anfangs- und Endkontroll-








1.0, fu¨r i = n;
0.0, sonst.
(3.9)
3.3.3 Ableitung von Be´zier-Kurven
Um fu¨r eine Be´zier-Kurve die Tangente zu berechnen, muss man die Glei-
















Bni (t) . (3.10)
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Bild 3.3: Berechnung der Tangente aus Gleichung (3.10) und ihre Darstel-
lung an einigen ausgewa¨hlten Kurvenpunkten.
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∆kpi Bn-ki (t) . (3.11)












1 ·2 ·3 · · ·(n-1) ·n
1 ·2 ·3 · · ·(n-1) = n
und
∆pi := pi+1−pi












Hiermit wird deutlich, dass es sich bei der Ableitung einer Be´zier-Kurve
C(t) nach dem Parameter t wiederum um eine Be´zier-Kurve handelt. Die-
se Be´zier-Kurve weist einen um eins reduzierten Grad gegenu¨ber der Aus-
gangsbe´zierkurve auf und wird nicht durch Kontrollpunkte gebildet sondern
durch Differenzen von den urspru¨nglichen Kontrollpunkten.
3.3.4 Matrizendarstellung von Be´zier-Kurven
Im Folgenden wird die Be´zier-Kurve in Matrizendarstellung geschrieben.














In Gleichung (3.13) steht der tiefgestellte Index k fu¨r die gesuchte Koordina-
te. Wird beispielsweise die x-Koordinate gesucht, so steht x anstelle von k.
Die Bernstein-Polynome werden in einen Zeilenvektor B geschrieben und die
Kontrollpunkte in einen Spaltenvektor P zusammengefaßt, so dass
CBk(t) =BTPk (3.14)
gilt.
3.3.5 C1-stetiger Anschluss zweier Be´zier-Kurven
Oft kommt es bei der geometrischen Modellierung dazu, dass man eine
Kurve n-ten Grades aus mehreren Be´ziersegmenten zusammensetzt. Dabei
sind bei solchen Problemstellungen Voraussetzungen bezu¨glich des An-
schlusses zweier Be´ziersegmente zu erfu¨llen. Eine fu¨r diese Arbeit wichtige
Anforderung ist der C1-stetige Anschluss zweier Be´zier-Kurven, daher wird
auf diese Thematik hier eingegangen.
Gegeben seien zwei Be´zier-Kurven
C n1(t) t ∈ [0;1] und C m2 (s) s ∈ [0;1]. Um einen C1-stetigen Anschluss beider
Kurven zu gewa¨hrleisten muss folgendes gelten 2
d
dt
Cn1(t = 1) =
d
ds









(pi+12 −pi2)Bm−1i (s = 0.0) .
(3.15)
Fu¨r die Bernstein-Polynome gilt nach Gleichung (3.9):
Bn-1i (t = 1.0)
{
1.0, fu¨r i = n-1;
0.0, sonst.
Bm−1j (s = 0.0)
{
1.0, fu¨r j = 0;
0.0, sonst.
(3.16)
2die ho¨her gestellten indizes sollen ein Hinweis auf die Kurve sein; p12: bedeutet der zweite Kontrollpunkt
der ersten Kurve C1
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Bild 3.4: C1-stetiger Anschluss zweier Be´zier-Kurven
Also lautet die U¨bergangsbedingung fu¨r einen C1-stetigen Anschluss
n(pn1−pn−11 ) = m(p12−p02) . (3.17)





und p12 auf einer Geraden liegen bzw. kollinear sind (siehe hierzu Bild 3.4).
3.4 B-Spline-Kurven
Die Beschreibung von Kurven und Fla¨chen im Raum durch die Be´ziertechnik
hat folgende Nachteile:
1. Der Aufwand zur Berechnung ist sehr groß, wenn viele Kontrollpunkte
gegeben sind.
2. Die Kontrollpunkte haben globalen Einfluss auf den Verlauf der Kurve.
3. Es wird immer eine Kurve vom Grad n − 1 approximiert um n-
Kontrollpunkte beschreiben zu ko¨nnen. Kurven von ho¨herem Grad sind
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in der Regel ineffizient zu handhaben und numerisch instabil, PIEGEL
& TILLER (1997).
Eine Alternative zur Kurven- und Fla¨chenbeschreibung ohne diese Nachteile
ist die B-Splinetechnik.
Ein B-Spline (Basis-Spline) ist eine Kurve, die aus mehreren Segmenten be-
steht und durch Punkte bestimmt wird. Man ko¨nnte ein Spline als eine An-
einanderreihung von Be´zier-Kurven betrachten und die Be´zier-Kurve als spe-
zielle Form einer B-Spline-Kurve. B-Spline wird von den so genannten Ba-
sisfunktionen generiert. Die Eigenheit von B-Splines liegt darin, dass sich
die Kontrollpunkte eines B-Splines nur auf ihren lokalen Bereich der Kurve
auswirken.
Die allgemeine Vorgehensweise um aus vorgegebenen (Mess)-punkten eine
Kurve zu bilden lautet
K (t) = FT p . (3.18)
Hierbei bezeichnet F die Matrix, die die stu¨ckweise polynomialen Funktio-
nen fi(t), i = 0, . . . ,n beinhaltet, und p die Matrix der vorgegebenen Kontroll-
punkte.
Eine B-Spline-Kurve ist nach HOSCHEK & LASSER (1992), PIEGEL & TIL-





Npi (t)pi . (3.19)
Hierbei sind die pi die vorgegebenen n+1 Kontrollpunkte, die Ni(t) die Basis-
Spline-Funktionen vom Grad p. Diese Basis-Spline-Funktionen sind auf dem
Tra¨gervektor T = [0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
p+1




Sei T = {t0, t1, . . . , tm} eine monoton steigende Folge reeller Zahlen. Diese
Folge nennt man Knotenfolge, die ti nennt man Knoten. Die i-te Basis-Spline-
Funktion (im weiteren B-Spline-Funktion genannt) vom Grad p bezeichnet
durch Npi (t) ist definiert als
3C steht fu¨r Kurve, der untergesetzte Index S steht fu¨r B-Spline
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N0i (t) =
{








ti+r+1 − ti+1 N
r−1
i+1 (t)
r = 1, . . . ,n+p
i = 0, . . . ,n+p-r .
(3.20)
Die B-Spline-Funktionen besitzen folgende Eigenschaften:
• B-Splines besitzen n+1 Kontrollpunkte, also wird die Kurve mit n+1
B-Spline-Funktionen beschrieben.
• B-Spline-Funktionen sind Polynome vom Grad p-1 und Cp−2 stetig u¨ber
dem Bereich des Knotenvektors T.
• Jede B-Spline-Funktion ist u¨ber p Teilintervalle definiert, daraus resul-
tiert der lokale Einfluss.
• Der Bereich von Parameter t ist in n+p Intervalle geteilt.
• Die Teilintervalle werden bestimmt durch den Knotenvektor.
• Die Anzahl der Kontrollpunkte kann abgea¨ndert werden, ohne den Grad
der Polynome zu vera¨ndern, d.h. eine beliebige Anzahl an Punkten kann
hinzugefu¨gt oder weggelassen werden, was die Manipulation der Kur-
venform bewirkt.
• Die resultierende B-Spline-Kurve ist von tp−1 bis tn+1 definiert.
• Jedes Intervall (zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knotenwerten)
wird durch p-Kontrollpunkte beeinflusst, d.h. jeder Kontrollpunkt kann
ho¨chstens p Kurventeile beeinflussen, jedes Kurvenstu¨ck liegt in der
konvexen Hu¨lle von maximal p+1 Kontrollpunkten.





Npi = 1 .
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Zur Bestimmung der B-Spline-Funktionen vom Grad p ist die Rekursions-
forschrift (3.20) anzuwenden. Hierbei wird der Einfluss des Tra¨gervektors
T deutlich, da die jeweiligen Grenzen der Parameterintervalle bei den
Vorfaktoren der B-Spline-Funktionen eingehen. Der begrenzte Einfluss der
einzelnen Kontrollpunkte (auch de-Boor-Punkte genannt) auf den Kurven-
verlauf wird offensichtlich, da die rekursive Definition nach Gleichung
(3.20) auf den B-Spline-Funktionen vom reduzierten Grad basiert und
da die B-Spline-Funktionen vom Grad 0 jeweils in einem Segment einen
Funktionswert gro¨ßer als Null aufweisen.
Es sind also immer 3 Schritte notwendig um einen Punkt auf einer B-Spline-
Kurve zu einem festen t = tf zu ermitteln:
1. Finde das Intervall in dem tf liegt.
2. Berechne die B-Spline-Funktionen Npi , die auf diesem Intervall definiert
sind.
3. Multipliziere dann Npi mit den dazu korrespondierenden Kontrollpunk-
ten.
















Bild 3.5: Eine B-Spline-Kurve vom Grad p=2
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In Bild 3.5 ist eine B-Spline-Kurve vom Grad p = 2, die aus den
vorgegebenen Kontrollpunkten p0, . . . ,p6 approximiert wird, dargestellt.
Der Tra¨gervektor T hat die La¨nge n+p+1 = 10 und lautet T =
[0,0,0,0.25,0.25,0.75,0.75,1,1,1].
3.4.2 Ableitung von B-Spline-Kurven










Npi (t)pi . (3.21)
Da aber die Kontrollpunkte von dem Parameter t nicht abha¨ngig sind, fu¨hrt
Gleichung (3.21) dazu, dass die Basis-Spline-Funktionen Npi nach dem Para-
meter t abgeleitet werden mu¨ssen.
Die Differentiation der Basis-Spline-Funktionen ist durch folgende Vorschrift








ti+p+1 − ti+1 N
p−1
i+p (t) . (3.22)



















ti+p+j-k+1− ti+j fu¨r j = 1, . . . ,k-1
ak,k =
−ak−1,k−1
ti+p+1 − ti+k .
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3.4.3 Matrixdarstellung von B-Spline-Kurven
Im Folgenden wird die B-Spline-Kurve in Matrizenform dargestellt. Ausge-













In Gleichung (3.24) steht der tiefgestellte Index k fu¨r die gesuchte Koordina-
te. Wird beispielsweise die x-Koordinate gesucht, so steht x anstelle von k.
Die Basis-Spline-Funktionen werden in einen Zeilenvektor N geschrieben
und die Kontrollpunkte in einen Spaltenvektor P zusammengefaßt, so dass
CSk(t) =NTPk (3.25)
gilt.
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Kapitel 4
Finite Elemente Methode
Die Finite Elemente Methode (FEM) geho¨rt zu den wichtigsten und am
ha¨ufigsten benutzten numerischen Berechnungsverfahren.
Ingenieure, die die Probleme der Struktur- oder Kontinuumsmechanik zu
lo¨sen haben, sind auf numerische Lo¨sungsmethoden angewiesen, da analyti-
sche Lo¨sungen nur fu¨r einfache Systeme mit einfachen Geometrien und unter
nahezu sehr einfachen Randbedingungen existieren.
Die Methode der Finiten Elemente la¨sst sich grob in 5 Schritten aufteilen:
1. Zuna¨chst wird das Gleichgewicht anhand Gleichung (2.32) gebildet. Es
entsteht daraus eine partielle Differentialgleichung, die mittels der Finite
Elemente Methode gelo¨st wird.
2. Die daraus enstehende Differentialgleichung wird durch eine Variati-
onsformulierung in die schwache Form u¨berfu¨hrt.
3. Das vorliegende zu untersuchende Gebiet G wird in kleine Teilgebiete
unterteilt. Diese Teilgebiete nennt man Finite Elemente. Sie ko¨nnen bei
zweidimensionalen Gebieten Dreiecke oder Vierecke sein. Je feiner die
Unterteilung (Diskretisierung) von G ist, desto genauer ist theoretisch
das Ergebnis.
4. In jedem der Teilgebiete werden Ansatzfunktionen gewa¨hlt, die die ge-
suchte Funktion so gut wie mo¨glich approximieren sollen. Fu¨r eindi-
mensionale Probleme kommen Polynome ersten, zweiten und dritten
Grades in Frage. Die Erho¨hung des Grades der Ansatzfunktion ist die
zweite Mo¨glichkeit zur Verbesserung des Ergebnisses und hat z. B. den
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Vorteil, dass die Diskretisierung von G nicht mehr gea¨ndert werden
muss.
5. Die Ansatzfunktionen werden in der schwachen Form (auf die noch ein-
gegangen wird) eingesetzt, und man erha¨lt ein Gleichungssystem zur
Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen.
4.1 Schwache Form des Gleichgewichtes
Zur Generierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen wird die starke
Form der Differentialgleichung, die nach Gleichung (2.33) der lokalen Im-
pulsbilanz entspricht, mit einer vektorwertigen Testfunktion skalar multipli-
ziert und u¨ber das gesamte Volumen des betrachteten Kontinuums integriert.
Als Testfunktion wird die virtuelle Verschiebung δu gewa¨hlt. Diese spezielle
Testfunktion hat die folgenden Eigenschaften:
• δu genu¨gt den geometrischen Randbedingungen:
δu = 0 ∀ X ∈ Γu
• δu ist infinitesimal klein und





Bild 4.1: Allgemeiner Ko¨rper mit Randbedingungen
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Zuna¨chst wird Gleichung (2.33) unter Beachtung folgender Randbedingun-
gen
u = u¯ auf dem DIRICHLETrand Γu
P ·N = t auf dem NEUMANNrand Γσ





ρ0b ·δu dV = 0 (4.1)
Durch partielle Integration (KREYSZIG (1999)) und den GAUSSschen Inte-
gralsatz folgtZ
B






t ·δu dA . (4.2)
























δu · t dA = 0 . (4.4)
4.2 Diskretisierung
Um das Problem mittels der Finite Elemente Methode zu lo¨sen muss das
Gebiet B diskretisiert werden. Dafu¨r wird die gesamte Struktur in finite Ele-
mente zerlegt. Die Auswertung der Feldgro¨ßen wird dann in einem Refe-
renzelement Ωe angena¨hert, WRIGGERS (2001), STEINKE (2004), BETTEN
(2003a), BETTEN (2003b). Mathematisch wird die Struktur oder das Gebiet
durch die Vereinigung von Gebieten finiter Abmessungen Ωe gebildet. Dabei




Ωe Ωi∩Ωj = /0 fu¨r i 6= j . (4.5)
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Bild 4.2: Diskretisierung des Kontinuums B
Bei der Diskretisierung wird das isoparametrische Konzept verwendet, das
besagt, dass sowohl fu¨r die Verschiebungen als auch fu¨r die Geometrien als
































Ferner mu¨ssen fu¨r die Ermittlung der Verzerrungen die Ableitungen der Ver-
schiebungen (siehe Gleichung (2.12)) berechnet werden. Um diese Ableitun-






















Um die Ableitungen der Ansatzfunktionen Ni nach den Koordinaten X zu bil-








Die Diskretisierung der inneren virtuellen Arbeit kann somit unter Verwen-
dung von Gleichung (4.6) folgendermaßen aufgeschrieben werden,
Z
B












wobei n fu¨r die Anzahl der Knoten pro Element steht. BL sind die so ge-
nannten B-Matrizen und beinhalten die Ableitungen der Ansatzfunktionen,
WRIGGERS (2001). Demnach la¨sst sich Gleichung (4.10) wie folgt schreiben
Z
B









BTLI Se dΩ . (4.12)




BTLI Se dΩ (4.13)
eingefu¨hrt, so dass fu¨r die virtuelle innere Arbeit
Z
B
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hierin bezeichnet nr die Anzahl der belasteten Elementra¨nder.
Somit erha¨lt man fu¨r die diskretisierte schwache Form
ne[
e=1
[Re−Pe] = 0 (4.16)
4.2.1 Die verwendeten Elemente
In dieser Arbeit wurden zwei Arten von Elementen verwendet. Fu¨r die Dis-
kretisierung des Kontinuums wurde das 4-Knotenelement verwendet und fu¨r








Bild 4.3: Links: 4-Knoten Kontinuumselement, rechts: 2-Knoten Linienele-
ment
Im Folgenden sind die Ansatzfunktionen sowie die Ableitungen der Ansatz-
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Und hier sind die Ansatzfunktionen des Linienelementes und ihre Ableitun-





















4.3 Linearisierung der schwachen Form
Die diskretisierte schwache Form (Gleichung (4.4)) bildet ein nicht linea-
res algebraisches Gleichungssystem. Um dieses Gleichungssystem lo¨sen zu




{ δE¯ : ∆S¯︸ ︷︷ ︸
materieller Anteil
+ ∆δE¯ : S¯︸ ︷︷ ︸
geometrischer Anteil
}dV . (4.21)
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Der U¨berstrich in Gleichung (4.21) und in den folgenden Gleichungen soll
darauf hindeuten, dass diese Gleichungen an der Stelle u¯ ausgewertet werden.
4.3.1 Materieller Anteil
Da der zweite PIOLA-KIRCHEHOFFsche Spannungstensor S eine Funktion
von dem rechten GREEN-LAGRANGschen Verzerrungstensor E (siehe Glei-
























Insgesamt ergibt sich fu¨r den materiellen AnteilZ
B
δE¯ : ∆S¯ dV =
Z
B
δE¯ : C : ∆C¯ dV . (4.25)
Unter Verwendung von Gleichung (4.11), ergibt sich der linearisierte diskre-
tisierte materielle Anteil zuZ
B










B¯Ti C¯B¯j dΩ∆u . (4.26)
4.3.2 Geometrischer Anteil
Der geometrische Anteil ist wie folgt definiertZ
B
∆δE¯ : S¯ dV =
Z
B











TNi S¯ ∇Nj∆u¯j dΩ 1 ,
(4.27)
mit
Gi = ∇Ni (4.28)
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kann der geometrische Anteil folgendermaßen geschrieben werdenZ
B










G¯Ti S¯ G¯j dΩ1 ∆u¯ . (4.29)
Jetzt kann die tangentiale Steifigkeitsmatrix fu¨r ein Element aus den voran-










Diese tangentiale Steifigkeitsmatrix ist singula¨r und kann noch nicht zu einer
Lo¨sung fu¨hren. Erst nach der Assemblierung aller Elementsteifigkeitsmatri-
zen zur globalen Steifigkeitsmatrix und dem Einbau der Randbedingungen












4.4 Lo¨sung des nichtlinearen Gleichungssystems mit dem
NEWTON-RAPHSON Verfahren
Um das in Gleichung (4.16) entstandene nichtlineare algebraische Problem
lo¨sen zu ko¨nnen, wendet man einen nichtlinearen Gleichungslo¨ser an. Es
gibt verschiedene Gleichungslo¨ser, die im allgemeinen ein nichtlineares
algebraisches Gleichungssystem behandeln ko¨nnen. In der vorliegenden
Arbeit wurde das meist verwendete Verfahren eingesetzt, das NEWTON-
RAPHSON Verfahren.
Zuna¨chst folgt eine kurze Einfu¨hrung in das NEWTON-RAPHSON Verfahren
Gegeben sei eine vektorwertige Funktion f :Rn →Rn. Gesucht sei ein Vektor
x ∈ Rn als Lo¨sung von
f(x) = 0 . (4.32)
Dies ist die allgemeine Formulierung eines Systems von n linearen oder
nichtlinearen Gleichungen in n Unbekannten.
Die Lo¨sung von Systemen linearer Gleichungen ist vergleichsweise einfach
gegenu¨ber nichtlinearen Gleichungssystemen. Das NEWTON-RAPHSONsche




















Algorithmus 4.1: Ablauf des NEWTON-RAPHSON Verfahren.
Verfahren fu¨r Systeme fu¨hrt die Lo¨sung eines nichtlinearen Systems auf die
Lo¨sung einer Folge von linearen Gleichungssystemen zuru¨ck.
Sofern die entsprechenden partiellen Ableitungen existieren, definieren wir




















Wendet man das NEWTON-RAPHSONsche Verfahren auf Gleichung (4.16)
an, so bekommt man folgendes Gleichungssystem


































Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Anwendung des geometrischen
Modellierens auf Kontaktprobleme. Dabei sollen die Randgeometrien der
Ko¨rper, die sich kontaktieren, in der aktuellen Konfiguration aus der FEM-
diskretisierung wieder gewonnen werden, und anschließend soll diese ge-
wonnene Geometrie dazu verwendet werden, um einen Kontaktsuchalgorit-
mus zu implementieren, der auf den Grundlagen der Differentialgeometrie
basiert.
In diesem Kapitel wird auf die Grundlagen der Kontaktmechanik eingegan-
gen, um zu verdeutlichen wo und wie die Techniken des geometrischen Mo-
dellierens eingesetzt werden ko¨nnen.
5.1 Kontaktkinematik
Um die Kontaktkinematik sowie die Grundlagen der Kontaktmechanik her-
zuleiten, betrachtet man zuna¨chst zwei Ko¨rper die sich wie im Bild 5.1 kon-
taktieren. Fu¨r den Fall, dass die beiden Ko¨rper in Kontakt treten, mu¨ssen
zusa¨tzliche kinematische Beziehungen angegeben werden. Mit dieser Kine-
matik kann man dann die geometrischen Zwangsbedingungen und die kon-
stitutitven Gleichungen auf dem Kontaktrand formulieren.
Fu¨r die Behandlung von Kontaktproblemen hat sich das von HALLQUIST
vorgeschlagene Master-Slave Konzept eingebu¨rgert. Dabei wird einer der
beiden Kontaktpartner - in der Regel der steifere - als Masterko¨rper Bm
bezeichnet, wa¨hrend der andere als Slaveko¨rper Bs bezeichnet wird. Die
Teilra¨nder beider Ko¨rper, bei denen der Kontakt zwischen Bm und Bs sehr
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wahrscheinlich ist, werden dann in Analogie zur Master-Slave Bezeichnung
mit ∂Bmc und ∂Bsc bezeichnet.
Dabei wird die Kontaktfla¨che eines der Kontaktpartner in konvektiven Ko-
ordinaten ζ1 und ζ2 parametrisiert. Weiterhin wird fu¨r diese parametrisierte
Fla¨che eine C1-Stetigkeit vorausgesetzt.
Jeder beliebige Punkt auf dieser Fla¨che in der Ausgangskonfiguration ist
χ(m) = ψ(ζ1,ζ2,0) = ψ0(ζ1,ζ2) . (5.1)
Jeder beliebige Punkt auf der Fla¨che zum Zeitpunkt t ist
ϕ(m) = ψ(ζ1,ζ2, t) = ψt(ζ1,ζ2) . (5.2)










mit α = 1,2 aus Gleichung (5.3) und Gleichung (5.4) la¨sst sich dann der




Die Relativbewegung zwischen materiellen Slave- und Masterpunkten wird
u¨ber die lokale Durchdringungsfunktion d beschrieben,
d(ζα, t) := ‖ϕ(s)−ϕ(m)‖ . (5.6)
Weiterhin lassen sich die Metriktensoren folgendermaßen ermitteln,
M =
[
A1 ·A1 A1 ·A2
A2 ·A1 A2 ·A2
]
(5.7)
in der Ausgangskonfiguration, und
m =
[
a1 ·a1 a1 ·a2






Fu¨r einen beliebigen Punkt ϕ(s) auf dem Slave-Ko¨rper wird der Punkt ϕ¯(m)auf
dem Masterko¨rper gesucht, der mit dem Punkt ϕ(s) in Kontakt steht. Es wird












·an < 0 . (5.9)







· a¯α = 0 . (5.10)
Gleichung (5.10) liefert die Eindringungsfunktion zwischen den beiden Kon-
taktpartnern, sie ist wie folgt definiert
dn =
{ −(ϕ(s)− ϕ¯(m)) · a¯n fu¨r (ϕ(s)− ϕ¯(m)) · a¯n < 0
0 fu¨r (ϕ(s)− ϕ¯(m)) · a¯n ≥ 0 (5.11)
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Diese Funktion spielt, wie die weiteren Abschnitte zeigen werden, die gro¨ßte
Rolle bei der Behandlung von Kontaktproblemen mit der Finite Elemente
Methode.
5.3 Kontaktbehandlung mit der FEM
Um die durch den Kontakt entstehenden geometrischen Zwangsbedingungen
zu erfu¨llen, wird das Gesamtpotential aus Gleichung (4.4) um einen Null-
Term erweitert. Es existieren verschiedene Verfahren fu¨r die Kontaktbehand-
lung. Fu¨r einen vertieften Einblick in diese Verfahren sei auf die einschla¨gige
Literatur verwiesen, WRIGGERS (2002), LAURSEN (2003). Im Weiteren wer-
den die veschiedenen Verfahren kurz skizziert.
5.3.1 Methode des LAGRANGEschen Multiplikators





λN dn da . (5.12)




δλN ·dn+λN ·δdn da . (5.13)
Der Lagrange-Multiplikator λN repra¨sentiert den Kontaktdruck und wird erst
dann aktiviert, wenn innerhalb der Active-Set-Strategie eine Verletzung der
geometrischen Zwangsbedingungen vorliegt.
Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass die geometrische Zwangsbedin-
gung exakt erfu¨llt wird. Nachteil ist aber, dass die tangentiale Steifigkeitsma-
trix einige Nullen auf der Diagonale hat.
1der hochgestellte Index symbolisiert die Methode , der untergestellte Index symbolisiert den Kontakt und
P symbolisiert das Potential
2der δ-Operator steht als Symbol fu¨r die Variation
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5.3.2 PENALTY-Methode






αn ·d2n da . (5.14)
Die Variation des Potentials ist, wobei α als konstant angenommen wird, d.h.




αn ·dn ·δdn da . (5.15)
Dabei wird der Penalty-Parameter α als eine Art Federsteifigkeit angesehen.
Dieses bedeutet, dass je gro¨ßer α ist, desto na¨her ist man an die Erfu¨llung der
geometrischen Zwangsbedingung. Der Nachteil eines sehr groß gewa¨hlten
Penalty-Parameters liegt darin, dass die Kondition der tangentialen Matrix
schlecht wird.
Da die Penalty-Methode das Verfahren ist, das fu¨r die Behandlung von Kon-
taktproblemen meistens eingesetzt wird, wurde dieses Verfahren auch fu¨r die
Realisierung der vorliegenden Arbeit verwendet.
5.3.3 Augmented Lagrange
Hierbei handelt es sich um eine Kombination aus der Methode der LAGRAN-
GEschen Multiplikatoren und dem Penalty-Verfahren, wobei der Lagrange
Parameter λ nicht variiert wird sondern algorithmisch aktualisiert (UZAWA
ALGORITHMUS) wird.










dn da . (5.16)




(λn+αdn)δdn da . (5.17)
Fu¨r eine detaillierte Beschreibung des UZAWA ALGORITHMUS siehe z.B.
WRIGGERS (2002).





5.4 Schwache Form des Gleichgewichtes zweier kontaktie-
render Ko¨rper
Um auf das Kontaktpotential zu schließen, wird das Gleichgewicht am ge-




t(s)c · δϕ(s) da+
Z
∂Bt
t(m)c · δϕ(m) da . (5.18)
Mit























=η(m)+ a¯α δζα .
(5.20)
Nach Einsetzen von Gleichung (5.20) in Gleichung (5.18) entsteht folgende
Gleichung








tc · (ηs−ηm) da −
Z
∂Bt
tc · a¯α δζα da .
(5.21)
Aus Gleichung (5.21) wird, wie aus dem weiteren Verlauf dieses Kapitels
ersichtlich wird, sowohl der Normalkontakt als auch der Tangentialkontakt
hergeleitet.
5.4.1 Schwache Form des Normalkontaktes





tc · (ηs−ηm) da . (5.22)
Zuna¨chst ist es erforderlich die Variation der Eindringungsfunktion aus der





· a¯n . (5.23)






· a¯n . (5.24)






· a¯n . (5.25)
Multipliziert man Gleichung (5.25) von rechts mit a¯n, dann bekommt man
folgende Gleichung
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tc · a¯n δdn da . (5.27)
Unter Verwendung des Normaldruckes p, der sich aus dem Skalarprodukt aus




pδdn da . (5.28)
5.4.2 Schwache Form des Tangentialkontaktes
Aus dem zweiten Term der Gleichung (5.21) wird analog zur Vorgehensweise





tc · a¯α δζα da . (5.29)
Die Tangentialspannung ergibt sich zu
τα = tc · a¯α . (5.30)
Setzt man Gleichung (5.30) in Gleichung (5.29) ein, so bekommt man die




ταδζα da . (5.31)
5.5 Normalkontakt Linearisierung
Um eine Randwertaufgabe mit zusa¨tzlichen geometrischen Zwangsbedin-
gungen, die in Form von Kontakttermen formuliert werden, zu berechnen,
und weil die Durchdringungsfunktion dn von den nichtlinearen Verschiebun-
gen abha¨ngt, mu¨ssen noch die Gleichungen (5.28) und (5.31) linearisiert wer-
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Ausgang der Linearisierung ist die inkrementelle Formulierung der Bewe-
gung (NACKENHORST (2000)),
t+∆tϕ =t ϕ+∆ϕ . (5.33)

















∆dn = αt∆dn . (5.35)
Die Linearisierung der Durchdringungsfunktion dn erfolgt analog zu der Va-
riation (Gleichungen (5.23) und (5.24))
∆dn =−(∆ϕ(s)−∆ϕ(m)− a¯α∆ζα) · a¯n . (5.36)







= (∆η(m)(ζ1,ζ2)+∆a¯(m)α δζα+ a¯
(m)
α ∆δζα) · a¯(m)n −
(η(s)−η(m)− a¯αδζα)∆a¯(m)n .
(5.37)
Im Weiteren folgt die Linearisierung der einzelnen Terme aus Gleichung
(5.37)















































δζβ = (ηs−ηm) · a¯α−dna¯n ·δϕm,α . (5.42)
5.6 Normalkontakt Diskretisierung
Die bisher hergeleiteten Gleichungen fu¨r die Behandlung der Kontaktterme
mu¨ssen noch, um sie anschließend in einer Finite-Elemente-Formulierung
zu behandeln, diskretisiert werden.
Der erste Term in Gleichung (5.34) liefert einen Beitrag zur rechten Seite des
globalen Gleichungssystems. Durch den Einsatz des in Kapitel (4.2) erla¨uter-
ten isoparametrischen Konzeptes und mit
η = H ηˆ (5.43)
ϕ = H ϕˆ (5.44)
∆ϕ = H ∆ϕˆ , (5.45)
und unter Verwendung von Gleichung (5.24), kann der erste Term in Glei-
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Setzt man Gleichung (5.43) in Gleichung (5.46) ein und unter Verwendung
folgender Regel aus der Tensoralgebra , IBEN (1999)
[A ·B · ... ·C]T =CT · ... ·BT ·AT , (5.47)




H T a¯n pda . (5.48)
Gleichung (5.48) bildet die Kontaktknotenkra¨fte, die aus dem Kontaktdruck
in der Kontaktzone resultieren.
Sowohl der zweite als auch der dritte Term in Gleichung (5.34) liefern einen

































Unter Verwendung der in den Gleichungen (5.43) und (5.45) definierten An-
















αnH Ta¯n a¯TnH da∆ϕˆ .
(5.50)
Fu¨r die Herleitung des dritten und letzten Terms in Gleichung (5.34) siehe
z.B. NACKENHORST (2000). Lediglich das Ergebnis wird hier aufgeschrie-
ben.
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= Kru¨mmungsmatrix β = 1,2 (5.52)






θβ = M˜ −1β A¯ (5.55)
∆β = θβH (5.56)
Mit Hilfe der eingefu¨hrten Tensoren la¨sst sich der letzte Term in Gleichung
(5.34) wie folgt schreiben
Z
∂Bt
















In diesem Kapitel wird die Implementierung fu¨r die Lo¨sung der vorliegenden
Aufgabe beschrieben. Zuna¨chst wird die Vorgehensweise zur Berechnung
der Kontaktprobleme im Rahmen einer segment to segment Implementie-
rung dargestellt um so die gesuchten Berechnungsparameter zu ermitteln.
Zusammenfassend la¨sst sich die Implementierung in den folgenden Punkten
ausdru¨cken:
1. Darstellung der segment to segment Methode um daraus auf den neuen
Algorithmus zu schließen
2. Extrahieren der geometrischen Informationen aus der Diskretisierung
des Randes ∂Bmt des Masterko¨rpers.
3. Erzeugung einer glatten C1-stetigen Kurve aus den extrahierten geome-
trischen Informationen.
4. Implementierung der so genannten closest point projection an der C1-
stetigen Kurve.
5. Ermittlung des Normalvektors am closest point.
6. Auswertung der in Kapitel 5 hergeleiteten Integrale am C1-stetigen
Rand.
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6.1 Beschreibung des eigenen Lo¨sungsansatzes
Bei der vorliegenden Arbeit wird die Lo¨sung eines Kontaktproblems ausge-
hend von der Untersuchung der geometrischen Schnittstelle zwischen den
sich kontaktierenden Ko¨rpern erreicht. Der Rand des Master-Partners wird
dadurch gegla¨ttet, dass aus den Knoten des Masterrandes eine C1-stetige
B-Spline-Kurve Cm(ζ) gebildet wird.
Fu¨r die Bildung dieser Kurve mu¨ssen die benachbarten Knoten in der Form
k1,k2, . . . ,ki,kj, . . . ,kn (6.1)
gebracht werden.
Dafu¨r werden die Linienelemente ei des Masterrandes in einer Tabelle der
Form
Tabelle 6.1: Liste Linienelemente des Masterrandes













In einem weiteren Schritt werden die Linienelemente ei und ej aus der Tabelle
(6.1) gepru¨ft ob sie einen gemeinsamen Knoten haben
k = ei∩ ej .
Fu¨r den Fall, dass es einen gemeinsamen Knoten gibt, werden der linke Kno-
ten kil des Linienelementes ei, der gemeinsame Knoten und der rechte Knoten
kjr des Linienelementes ej in die Tabelle (6.2) geschrieben.
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Tabelle 6.2: Liste von jeweils 2 benachbarten Linienelementen des Master-
randes
linker Knoten gemeinsamer Knoten rechter Knoten
kil kmij kjr





knl = kmps kmnz kzr
Jede Zeile in Tabelle (6.2) beinhaltet jeweils 2 benachbarte Linienelemente.
Schreibt man nun zusa¨tzlich zu der i-ten Zeile aus Tabelle (6.2) jeweils den
letzten Eintrag aus der (i+1)-ten Zeile so entsteht die Tabelle (6.3).











In jeder Zeile von Tabelle (6.3) sind nun 3 benachbarte Linienelemente des
Masterrandes gespeichert. Man kann im weiteren Verlauf auf diese Tabelle
zugreifen, um darauf das Kobbelt-Subdivison-Schema fu¨r die Generierung
des virtuellen Knotens anzuwenden.
Nachdem der Masterrand durch eine B-Spline-Kurve rekonstruiert wird, wird
jedes Segment des Slave Partners auf mo¨glichen Kontakt gegen die Kurve
C m(ζ) gepru¨ft. Die Einzelheiten hierzu werden im Abschnitt 6.6 erla¨utert.
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Bild 6.1: Diskretisierte Slave- und Masterko¨rper
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6.2 Segment to Segment
Die Bedingung (
ϕs−ϕm(ζ¯))+ a¯n dn = 0 (6.2)
liefert ein Gleichungssystem zur Berechnung des Zielpunktes ζ¯ und der Ein-
dringungsmaße dn. Dabei repra¨sentiert ϕs den Gaußpunkt eines Kontaktele-
mentes des Slaveko¨rpers und ϕm denjenigen Punkt auf dem Kontaktelement
des Masterko¨rpers an dem die Eindringung stattgefunden hat.







(1+ζ) xm2 . (6.3)










+an dn = 0 (6.4)



























) ] . (6.5)
Aus Gleichung (6.5) kann man nun die Eindringungsmaße dn sowie Stelle ζ¯
ermitteln, an der die Eindringung erfolgte. Mit diesen Informationen werden
die Gleichungen (5.48) ff. ausgewertet werden. Die Matrix der Ansatzfunk-





2 0 −Nm1 (ζ) 0 −Nm2 (ζ) 0
0 Ns1 0 N
s
2 0 −Nm1 (ζ) 0 −Nm2 (ζ)
]
. (6.6)
Man hat es dann mit 4 Knoten zu tun, 2 Knoten aus dem Slaveelement und 2
Knoten aus dem Masterelement.
Fu¨r die Ermittlung der Eindringungsstelle wird eine Liste der Kontaktelemen-
te des Slaveko¨rpers und eine Liste der Kontaktelemente des Masterko¨rpers
erstellt. Danach geht man diese Listen durch und u¨berpru¨ft, welches Slave-
element mit welchem Masterelement in Kontakt ist.
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6.3 Beschaffung der geometrischen Daten und Bildung der
Kurve
Durch die Bildung einer Kurve aus den Knoten der Masterelemente wird
eine Segment To Curve Methode entwickelt, abgeku¨rzt STC, um die
Eindringungsmaße dn durch die geometrischen Methoden zu minimieren.
Ferner werden die Ansatzfunktionen der Masterelemente aus Gleichung
(6.6) direkt durch die B-Spline-Funktionen (siehe Kapitel 3) substituiert.
Die bei der vorliegenden Arbeit zu bildende B-Spline-Kurve muss die Anfor-
derung der C1-Stetigkeit erfu¨llen. Demzufolge hat die Kurve den Grad p =
2. Sie muss weiterhin durch den Anfangs- und Endpunkte durchgehen. Diese
Anforderungen werden durch den Tra¨gervektor T gewa¨hrleistet. Damit eine
B-Spline-Kurve vom Grad p durch den Anfang- und Endpunkt durchgeht,
muss der Tra¨gervektor folgende Gestalt haben
T = {0 0 0︸︷︷︸
p+1
. . .1 1 1︸︷︷︸
p+1
} , (6.7)
siehe hierzu PIEGEL & TILLER (1997).
6.4 Kontaktsuche
Die Kontaktsuche stellt eines der gro¨ßten Probleme bei der Behandlung von
Kontaktaufgaben dar, WRIGGERS (2002). Man unterscheidet zwischen den
globalen Algorithmen, wo die mo¨glichen Kontaktra¨nder gesucht werden,
und den lokalen Algorithmen, wo die eigentliche Kontaktdetektion erfolgt.
Die Suche des mo¨glichen Kontaktpartners erfolgte in der vorliegenden Arbeit
durch den Schnittpunktalgorithmus, der im Abschnitt (6.5) erla¨utert wird.
Hat man einen Schnittpunkt ermittelt, so kann man anhand des Tra¨gervektors
der Masterkurve identifizieren, welches Masterelement am Kontakt beteiligt
ist.
Nach der Ermittlung des Kontaktpartners kann man direkt die Ansatzfunktio-
nen Ni der Geometrie ablesen. Diese Anstazfunktionen sind nach Gleichung
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(3.20) schon implementiert und wurden bei der Bildung des Masterrandes
verwendet.
6.5 Closest Point Projection
Eines der wesentlichen Ziele der vorliegenden Arbeit ist die Ermittlung des
Closest Point mit Hilfe der geometrischen Methoden. Im weiteren Verlauf
dieses Kapitels wird ein Algorithmus entwickelt, mit dem der Schnittpunkt
zwischen 2 B-Spline-Kurven ermittelt wird. Dieser Punkt dient als erste Ap-
proximation des Closest Point. Dieser Algorithmus wird hier nur kurz skiz-
ziert.
1. Fu¨r jedes Element des Slave-Randes ∂Bst wird die Geschichte seiner
Gaußpunkte aus dem Lastschritt i-1 gemerkt, um dann, aus der aktu-
elle Position des Gaußpunktes im Lastchritt i sowie der Position die-
ses Gaußpunktes aus dem Schritt i-1, eine B-Spline-Kurve L(u) nach
den Vorgaben des Kapitels 3 konstruiert. Diese B-Spline-Kurve sei in
u ∈ [0,1] parametrisiert, und besitzt den Grad n=1.
2. Der Rand des Master-Ko¨rpers wird wie im Abschnitt 6.3 erla¨utert kon-
struiert. Dieser Rand ist eine B-Spline-Kurve 1 CmS (ζ) vom Grad n=2.
Diese B-Spline-Kurve sei nun in ζ ∈ [0,1] parametrisiert.
3. Um zu u¨berpru¨fen, ob L und CmS sich schneiden, muss man folgendes
nichtlineares Gleichungssystem lo¨sen
L(u) =CmS (ζ) . (6.8)
Gleichung (6.8) liefert den Eindringungspunkt P. Allerdings ist der Ab-
stand ‖P−GPi‖ nicht der ku¨rzeste zur Master-Kurve. Die Ermittlung
des ku¨rzesten Abstandes dn erfolgt wiederum in einer weiteren Newton-
Iteration, die den Eindringungspunkt P als Ausgangspunkt fu¨r die Er-
mittlung des ku¨rzesten Abstandes dn benutzt. Der Abstand ‖Ps−P‖ bil-
det die tangentiale Verschiebung. Diese tangentiale Verschiebung wird
als Gleitweg oder Schlupf bezeichnet.
1CmS : der hochgestellte Index m steht fu¨r Master und der tiefgestellte Index S steht fu¨r B-Spline









Bild 6.2: Ku¨rzester Abstand zum Eindringungspunkt
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INPUT:
1. Die aktuelle Position des Gaußpunktes GPi sowie die Position des
Gaußpunktes GPi−1
2. Der C1-stetige rekonstruierte Rand CmS im aktuellen Newton-
Schritt
OUTPUT
1. dn: der ku¨rzeste Abstand zwischen der aktuellen Position des ak-
tuellen Gaußpunktes im Newton-Schritt GPi und CmS
2. an: die Normale an der Kurve am Eindringungspunkt
3. at: die Tangente an der Kurve am Eindringungspunkt
start
Ps ← suche in einer Newton-Raphson-Iteration den Schnittpunkt zwi-
schen L(u) ∩CmS (ζ)
P ← suche in einer weiteren Newton-Iteration den ku¨rzesten Abstand














Box 6.1: Verlauf des Schnitt-Punkt-Algorithmus
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6.6 Bildung des C1-stetigen Randes
Bei der Behandlung von Kontaktproblemen zweier deformierbarer Kontinua
mit der Methode der Finiten Elemente liegen die Ko¨rper in diskretisierter
Form vor. Wie schon im Kapitel (4) erla¨utert wurde, sind die Ko¨rper durch
Vierknotenelemente diskretisiert, wa¨hrend fu¨r die Kontaktra¨nder ∂Bmc und
∂Bsc Linienelemente verwendet werden.
Die diskretisierten Ra¨nder weisen somit eine C0- Stetigkeit auf. Wu¨nschens-
wert ist aber eine mindestens C1-Stetigkeit, um die Tangenten- und Normal-
vektoren aus Gleichungen (5.46) ff. zu ermitteln. Die Normale soll so er-
mittelt werden, dass sie u¨ber den gesamten Rand des Master-Partners keine
Unstetigkeiten aufweist.
Innerhalb eines FEM Rechenkerns sind nur die Informationen u¨ber die
lokalen Knoten X1 und X2 und die lokalen Verschiebungen u1 und u2
verfu¨gbar.
Die Techniken des geometrischen Modellierens nach Kapitel (3) sind dafu¨r
geeignet, auf den Grundlagen der differentiellen Geometrie basierend, eine
Cn-stetige Geometrie zu bilden, wenn die geeigneten Daten zur Verfu¨gung
gestellt werden. Voraussetzung fu¨r die Cn-Stetigkeit bei einer Kurve ist das
Vorhandensein von (n+2) Kontrollpunkten. Also mu¨ssen fu¨r die angestrebte
C1-Stetigkeit 3 Kontrollpunkte existieren, was bei einem Linienelement
nicht der Fall ist.
In KRSTULOVIC OPARA (2001) wurde der fehlende Kontrollpunkt dadurch









Somit bilden der Mittelpunkt des (i-1)-ten Kontaktelementes und der Mittel-
punkt des i-ten Kontaktelementes zusammen mit dem gemeinsamen Punkt
Pi−12 ≡ Pi2 beider Kontaktelemente das zur Bildung einer C1-stetigen Be´zier-
Kurve notwendige Kontrollpolygon. (siehe hierzu Bild (6.2) und Kapitel

























Bild 6.2: C1-stetige Geometrie
(3.3))
Diese Methode liefert zwar die gewu¨nschte Stetigkeit, jedoch geht die da-
durch gebildete Be´zier-Kurve, wie man dem Bild 6.2 entnehmen kann, nicht
durch die eigentlichen Knoten der Kontaktelemente.
Die in STADLER & HOLZAPFEL (2004) angewendete Technik der unterteil-
ten Fla¨chen liefert auch glatte Geometrien. Diese Geometrien weichen aber
von der urspru¨nglichen Geometrie in einem erheblichen Maße ab, siehe Bild
6.3
Gesucht wird also nach einer Mo¨glichkeit, die die erstrebte Stetigkeit liefert,
die aber die zur Verfu¨gung stehende Geometrieinformation, die von vorne
herein durch die Diskretisierung an Genauigkeit eingebu¨ßt hat, nicht noch
mehr verfa¨lscht.
Es hat sich bewa¨hrt, dass durch die Anwendung der KOBBELT-Subdivision
Schemata, FARIN (2002) und STADLER & HOLZAPFEL (2004), in Verbin-
dung mit den Techniken des geometrischen Modellierens (Kapitel (3)) eine
C1-stetige Kurve aus den Elementknoten gewonnen werden kann.

















Die vollsta¨ndige Verwendung von Gleichung (6.10) setzt das Vorhandensein
von einer Elementensequenz voraus, die aus drei zusammenha¨ngenden Ele-
menten besteht.
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Bild 6.3: Ausgangskonfiguration und die Positionen nach dem ersten und
zweiten Subdivisions-Schritt. (Quelle STADLER & HOLZAPFEL (2004))
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Bild 6.4: Vergleich der bei KRSTULOVIC OPARA (2001) mit anderer
Geometrie-Rekonstruktion mit der aus B-Spline-Kurve rekonstruierten Geo-
metrie.
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6.7 Behandlung der resultierenden Anteile aus dem gene-
rierten virtuellen Knoten
Durch die Anwendung von Gleichung (6.10) entstehen zusa¨tzliche Anteile,
die durch die Generierung des virtuellen Knotens entstehen. Diese zusa¨tzli-
chen Anteile haben zur Folge, dass neue Interpolanten in das Kontaktelement
einbezogen werden mu¨ssen.
In diesem Abschnitt wird auf die Entstehung dieser Interpolanten eingegan-
gen, und die dafu¨r no¨tigen Algorithmen werden kurz skizziert.
Ausgehend von Gleichung (5.11) und unter Anwendung der Gleichungen
(5.43) bis (5.45) sowie der Tatsache, dass ϕ¯m durch die B-Spline-Kurve
C¯mS (ζ = ζ¯) gegeben wird, wird aus Gleichung (5.11)
dn =−aT
(
H xˆs−C¯mS (ζ = ζ¯)
)
(6.11)
mit der Approximation des Slave-Elementes
H xˆs = N1 xˆs1+N2 xˆ
s
2 . (6.12)








(1+ξ) xˆs2 . (6.13)
6.7.1 Diskretisierung der B-Spline-Kurve
In C¯mS (ζ¯) mu¨ssen jetzt die nach Gleichung (6.10) generierten virtuellen
Knoten beru¨cksichtigt werden.
Aus den nach Gleichung (6.10) generierten Knoten pm sowie den urspru¨ng-
lichen Knoten pi des Master-Partners wird der Rand CmS des Master-Partners
C1-stetig gebildet.
Diese Vorgehensweise wird in diesem Abschnitt anhand einer C1-stetigen
Be´zier-Kurve (siehe Kapitel (3)) erla¨utert.
Aus Gleichung (2.9) und in Verbindung mit Gleichung (6.10), wobei pi jetzt
durch xi substituiert werden, kann Gleichung (6.10) folgendermaßen ge-
schrieben werden





































Bild 6.5: Aus xL, x0, x2 und xR generierter Kontrollpunkt x1






Bni (ζ)xi . (6.15)












beru¨cksichtigt man weiterhin, dass
x0 = xi1 (6.17)
x1 = xm (6.18)
x2 = xi2 (6.19)
und setzt man Gleichungen (6.17) bis (6.19) in Gleichung (6.16) ein, so ent-
steht unter Verwendung von Gleichung (2.9) die folgende Gleichung
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2(ζ) (X0+u0) . (6.20)















































Setzt man Gleichung (6.22) in Gleichung (6.21) ein, kann Gleichung (6.21)
wie folgt dargestellt werden
C(ζ) = I1X0+ I2X2+ I1u0+ I2u2− I3 (Xl+ul+Xr+ur) . (6.23)
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In Matrizenschreibweise la¨sst sich Gleichung (6.23) wie folgt beschreiben
C(ζ) =
[























Diese Vorgehensweise wird fu¨r jedes einzelne Kontaktelement durchgefu¨hrt.
Die dabei entstehenden Interpolanten sind in der Summe immer eins,
I1 + I2 −2I3 = 1 . (6.25)
Bild 6.6: links: die Bernstein-Interpolationspolynome, rechts: die neuen In-
terpolanten
In Bild 6.6 links, kann man sehen, dass fu¨r den Fall dass die Nachbarele-
mente einen rechten Winkel mit dem mittleren Element bilden, man auf die
Ansatzfunktionen der Knoten des mittleren Elementes trifft. In diesem Fall
wa¨re der Einfluss des Interpolanten I3 vernachla¨ssigbar klein und man kann
die Ansatzfunktionen (siehe Gleichung (4.19)) direkt verwenden.
Die Matrix der Interpolanten wird im Weiteren mit H 1 bezeichnet. Die hoch-
gestellte 1 soll darauf hinweisen, dass diese quasi Ansatzfunktionen im Ge-
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gensatz zu den bei der Diskretisierung der Kontaktra¨nder verwendeten An-
satzfunktionen, eine C1 Stetigkeit aufweisen.
Demnach kann die Kurve CmS wie folgt ausgedru¨ckt werden
CmS (ζ) =H
1 xˆm2 . (6.26)
Nachdem die Interpolanten aus Gleichung (6.22) ermittelt sind, werden sie
in der Gleichung (6.11) eingesetzt um damit die Gleichungen aus Kapitel (5)
implementieren zu ko¨nnen. Das fu¨hrt zur folgenden Gleichung
dn =−aTn
(
H xˆs−H 1 xˆm
)
. (6.27)
Die lokale Matrix, die aus dieser Definition entsteht lautet[
N1 0 N2 0 I1 0 I2 0 −I3 0 −I3 0
0 N1 0 N2 0 I1 0 I2 0 −I3 0 −I3
]
, (6.28)
die Eintra¨ge vor der Linie kommen aus der Formulierung des Slave-
Elementes und die Eintra¨ge nach der Linie kommen aus der Formulierung
des Masterrandes.
6.8 Einsetzen in die schwache Form
Die im Abschnitt (6.7.1) ermittelten Interpolanten sowie die Eindringungs-
funktion dn werden in die im Kapitel (5.34) hergeleiteten Gleichungen ein-
gesetzt.
Die Anwendung von Gleichung (6.10) fu¨hrt dazu, dass bei der Assemblie-
rung der Gesamtsteifigkeitsmatrix jene Eintra¨ge zu beru¨cksichtigen sind, die
mit den Interpolanten I1, I2 und I3 assoziiert sind. Im Bild (6.5) sind die In-
terpolanten I1 und I2 mit den Knoten x0 und x2 assoziiert, wa¨hrend der Inter-
polant I3 einmal mit dem Knoten xL und einmal mit dem Knoten xR assoziiert
ist. Die globale Steifigkeitsmatrix hat dann die folgende Gestalt
2m: steht hier fu¨r Master
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xs1 . . . x
s
2 . . . xr . . . x0 . . . x2 . . . xl
xs1 · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xs2 · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x0 · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x2 · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xl · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~ . . . · · ·+~
,
wobei in der oben skizzierten Matrix die (. . . ) fu¨r die Eintra¨ge aus den
Kontinuumselementen stehen und die (~) sich aus dem Einsetzen der Matrix
aus Gleichung (6.28) in die Gleichung (5.50) und in die Gleichung (5.57)
errechnen lassen.
Der Vektor der rechten Seite ergibt sich analog zur Gleichung (??), wobei die
~ in diesem Vektor sich aus dem Einsetzen der Matrix aus Gleichung (6.28)
in die Gleichung (5.48) errechnen lassen.
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Kapitel 7
Numerische Beispiele
Fu¨r die Realisierung der in den vergangenen Abschnitten erla¨uterten Imple-
mentierung wurde die Entwicklungsumgebung MATLAB verwendet.
Fu¨r die Erstellung der Modelle wurde das Preprozessing-Tool PATRAN ein-
gesetzt. Dabei wurde bei der Modellierung der numerischen Beispiele des
elastisch-starren Kontaktes nur der elastische Partner diskretisiert. In die-
sem Fall wurden die Kontinuumselemente der Materialgruppe mit der Kenn-
Nummer 1 zugeordnet und die Randelemente oder auch Kontaktelemente der
Materialgruppe mit der Kenn-Nummer 2 zugeordnet.
Bei der Modellierung der numerischen Beispiele des elastisch-elastischen
Kontaktes mu¨ssen beide Kontaktpartner diskretisiert werden. In diesem Fall
wurden 4 Materialgruppen erstellt:
Materialgruppe mit der Kenn-Nummer 1: Dieser Materialgruppe wurden
die Kontinuumselemente des Slaveko¨rpers zugeordnet.
Materialgruppe mit der Kenn-Nummer 2: Dieser Materialgruppe wurden
die Kontinuumselemente des Masterko¨rpers zugeordnet.
Materialgruppe mit der Kenn-Nummer 3: Dieser Materialgruppe wurden
die Kontaktelemente des Randes des Slaveko¨rpers zugeordnet und
Materialgruppe mit der Kenn-Nummer 4: Dieser Materialgruppe wurden
die Kontaktelemente des Randes des Masterko¨rpers zugeordnet.
Dadurch ist die Identifizierung der Kontaktelemente des Master- respektive
Slaveko¨rpers erleichtert. Man kann dann zu jedem Zeitpunkt im Verlauf der
81
82 KAPITEL 7. NUMERISCHE BEISPIELE
Berechnung wissen, welcher der beiden Kontaktierter behandelt wird.
Als Basis fu¨r die Implementierung der eigenen Methoden diente das am
Institut fu¨r Baumechanik und numerische Mechanik entwickelte MATLAB-
FEM Programm.
Dieses Kapitel zeigt einige numerische Beispiele sowohl aus dem Bereich
des elastisch-starren als auch aus dem Bereich des elastisch-elastischen Kon-
taktes.
7.1 Beispiele fu¨r den elastisch-starren Kontakt
Die Besonderheit der implementierten STC-Methode liegt darin, dass nur
der elastische Kontaktpartner diskretisiert, wa¨hrend der steifere Partner allein
durch die Geometrie vorgegeben wird.
7.1.1 Elastischer Ring auf einer geraden Ebene











Bild 7.1: Elastischer Ring auf einer geraden Ebene
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Tabelle 7.1: Materialdaten und Abmessungen
Parameter Wert Einheit
Elastizita¨tsmodul E 1E00+5 [K][L]2
Querkontrationszahl ν 0.3 [−]
Penaltyparameter α 1E00+8 [K][L]3
Aussenradius 90 [L]
Dicke t 5 [L]
Das in Bild 7.1 abgebildete Testproblem stellt einen elastischen Ring mit den
in Tabelle 7.1 gegebenen Materialdaten dar, der um u=60 [L]1 gegen eine
Ebene in normaler Richtung gedru¨ckt wird.
Zum Vergleich wird dieses Problem mit dem neu implementierten STC (seg-
ment to curve) Verfahren gegen das segment to surface Verfahren gerechnet.
In Bild 7.2 ist der Kontaktdruck in den Gaußpunkten des Slave-partners u¨ber






























Bild 7.2: Kontaktdruck, links segment to surface Verfahren, rechts neues STC
die X-Koordinate aufgetragen. Links ist der Kontaktdruck ermittelt aus dem
u¨blichen segment to surface Verfahren und rechts ist der Kontaktdruck er-
mittelt aus dem neuen segment to curve Verfahren. Beide Bilder liefern exakt
den gleichen Verlauf. Diese Bilder stellen einen sehr glatten Verlauf des Kon-
taktdruckes im Endzustand der Berechnung dar.
1L: La¨ngeneinheit nach SI
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Bild 7.3: Konvergenz Residuumsnorm, links segment to surface, rechts seg-
ment to curve
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Im Bild 7.3 ist das resultierende u¨berlineare Konvergenzverhalten nach dem
Residuumsnorm zu sehen. Etwa nach 20 Iterationsschritten beru¨hren sich die
beiden Ko¨rper.






























Bild 7.4: Vertikale Spannungen σyy
Im Bild 7.4 sind die vertikalen Spannungen σyy zu sehen. Dabei resultie-
ren die Bilder auf der linken Seite aus dem segment to surface Verfahren,
wa¨hrend die Bilder auf der rechten Seite aus dem in dieser Arbeit entwickel-
ten segment to curve Verfahren resultieren.
Der Vergleich beweist die Anwendbarkeit des neu entwickelten Verfahrens.
Die Abweichungen der Ergebnisse des neuen Verfahrens relativ zum u¨blichen
Verfahren sind in Tabelle 7.2 aufgelistet. Zur Bildung der Abweichung wur-
den die maximalen Werte der vertikalen Spannungen, Verschiebungen und
Verzerrungen verwendet.
Tabelle 7.2: Abweichung der Zustandsgro¨ßen in %
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7.1.2 Elastischer Ring auf ein Kreissegment
Als na¨chstes Beispiel wird das Modell aus dem vergangenen Abschnitt gegen
ein Kreissegment berechnet. In diesem Beispiel sind die Kru¨mmungsterme
aus Gleichung (5.57) im Gegensatz zum Beispiel aus Abschnitt 7.1.1 von
Null verschieden und ko¨nnen daher nicht vernachla¨ssigt werden.










Bild 7.5: Elastischer Ring gegen ein Kreissegment
In Bild 7.6 ist der Kontaktdruck der Gaußpunkte des Slave-Partners aufge-
tragen u¨ber der x-Koordinate. Wie man leicht erkennen kann, ist der Kurven-
verlauf glatt. Diese Tatsache ist auf die C1-Stetigkeit des Verlaufes der Kon-
taktgeometrie zuru¨ck zu fu¨hren. Ferner kann man erkennen, dass das Kon-
vergenzverhalten auch in diesem Beispiel u¨berlinear ist.
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Bild 7.6: Kontaktdruck und Konvergenzverhalten nach der Residuumsnorm
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Bild 7.7: Verschiebung: uxx und uyy
Bild 7.7 kann man die vertikalen Spannungen des Systems entnehmen.
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7.1.3 Elastischer Ring auf ein facettiertes Kreissegment
Dieses Beispiel hat die gleichen Merkmale und Eigenschaften wie das
Beispiel aus Abschnitt 7.1.2. Der Unterschied dazu liegt an dem Master-
Partner. Der Master-Partner wird in diesem Beispiel durch ein facettiertes
Kreissegment approximiert.










Bild 7.8: Elastischer Ring gegen ein facettiertes Kreissegment
Im Bild 7.8 ist das Modell in seinem Ausgangs- und Endzustand zu sehen.
Den Bildern 7.9 bis 7.11 kann man den resultierenden Kontaktdruck, das
Konvergenzverhalten sowie die vertikale Spannung σyy entnehmen. Der Ver-
lauf der Kontaktdruckkurve weist keine sprunghaften A¨nderungen auf. Die
Kurve verla¨uft auch bei x = 60 stetig.
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Bild 7.9: Konvergenzverhalten nach 40 (oben) und nach 10 Lastschritten
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Bild 7.11: Vertikale Spannungsverteilung σyy
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Aus diesem Beispiel sowie aus dem Beispiel im Abschnitt 7.1.2 kann
man entnehmen, dass das neue segment to curve Verfahren sowohl bei
Kontakpartnern, deren Ra¨nder glatt sind (Kreissegment), als auch bei
Kontaktpartnern, deren Ra¨nder zackig sind, sehr glatte Kontaktdruckverla¨ufe
aufweist (siehe Bild 7.6 und Bild 7.9).
Es zeigt sich, dass man bei diesem Beispiel auch bei gro¨ßeren Lastschritten
eine u¨berlineare Konvergenz erzielt. (Siehe Bild 7.9)
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7.2 Beispiele fu¨r den elastisch-elastischen Kontakt
Bei der Behandlung von elastisch-elastischen Kontaktproblemen, mu¨ssen
beide Kontinua diskretisiert werden. Die nachfolgenden Beispiele zeigen die
Robustheit des neu entwickelten Verfahrens bei der Berechnung von solchen
Kontaktaufgaben.
7.2.1 Halbkreis auf ein Fundament
Das erste Beispiel ist ein Halbkreis, der gegen ein Fundament in normaler
Richtung gedru¨ckt wird. Das System besitzt die in Tabelle 7.3 aufgelisteten
Daten.
Tabelle 7.3: Materialdaten und Abmessungen
Parameter Wert Einheit
Elastizita¨tsmodul E 1E00+5 [K][L]2
Querkontrationszahl ν 0.45 [-]































Bild 7.12: Elastischer Halbkreis gegen ein elastisches Fundament
Im Bild 7.12 ist das berechnete Modell sowie der resultierende Kontakt-
druck zu sehen. Der Verlauf der Kontaktdruckkurve liefert hier eine Besta¨ti-
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gung fu¨r die Leistungsfa¨higkeit des implementierten Kontaktelementes, da
die Konvergenz der Lo¨sung durch eine glatte und konvergierte Kontaktspan-
nung nachgewiesen ist.
In Bild 7.13 ist die vertikale Spannungsverteilung sowie das verformte Sys-
tem dargestellt.

















Bild 7.13: Spannung σyy .
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7.2.2 Halbkreis auf ein Halbkreis
In diesem Beispiel wird ein elastischer Halbkreis gegen einen elastischen
Halbkreis in normaler Richtung gedru¨ckt. Dieses Beispiel findet man auch in
LAURSEN (2003). Die Daten zu diesem Modell sind in Tabelle 7.4 aufgelis-
tet. Das System ist im Bild 7.14 dargestellt.
Tabelle 7.4: Materialdaten und Abmessungen
Parameter Wert Einheit
Elastizita¨tsmodul E 200 [K][L]2
Querkontrationszahl ν 0.3 [-]
Penaltyparameter α 2E+4 [K][L]3
Radius 8 [L]












Bild 7.14: Das System in seiner Ausgangskonfiguration
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Bild 7.15 zeigt den resultierenden Kontaktdruckverlauf aus der Node to Seg-
ment Berechnung aus FEAP, aus der analytischen (HERTZschen) Lo¨sung so-
wie aus der Berechnung mit dem entwickelten segment to curve Verfahren.
Der Vergleich zeigt eine sehr gute U¨bereinstimmung.





















Bild 7.15: Die Kontaktkraft aus verschiedenen Berechnungen
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Dieses Modell wurde auch zum Vergleich mit dem an der University of
Berkley entwickelten Programmsystem fu¨r die finite Elemente Berechnun-
gen FEAP gerechnet. Die in FEAP angewandte Methode ist die Methode
des LAGRANGEschen Multiplikators. Diese Methode erfu¨llt exakt die
Kontaktrandbedingungen und eignet sich von daher zum Vergleich mit der
implementierten Methode, da in der vorliegenden Implementierung die
Penalty Methode verwendet wird.
Damit die Kontaktbedingungen mo¨glichst genau erfu¨llt werden ko¨nnen, muss
man einen unendlich-großen Penalty-Parameter verwenden. Die Wahl eines
unendlich-großen Penalty-Parameters fu¨hrt dazu, dass die Kondition des glo-
balen Gleichungssystems beeintra¨chtigt wird. Der Vergleich soll hier zeigen,
dass die implementierte Methode bei einem kleineren Penalty-Parameter Bei-
spiel α= 100E einen sehr glatten Verlauf der Kontaktdruckkurve wiedergibt.
Ferner zeigt der Vergleich, dass die Spannungen (siehe Bild 7.16 ) sowohl aus
dem Resultat der Methode des LAGRANGEschen Multiplikators als auch aus
dem Resultat des implementierten segment to curve Verfahrens u¨bereinstim-
men.
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_________________ S T R E S S  1  
               Time = 1.00E+00
Bild 7.16: Spannung: σxx aus der Implementierung STC und NOS
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7.2.3 Balken auf Balken
Als letztes Beispiel soll das in Abbildung 7.17 dargestellte System vorgefu¨hrt
werden. Die Modelldaten sind der Tabelle 7.5 zu entnehmen. Das Modell
stellt 2 Kragarme dar, die jeweils rechts und links eingespannt sind und u¨ber-
einander liegen. Diese Kragarme werden um 5.5[L] am rechten oberen Ende
des oberen Kragarms verschoben.
Tabelle 7.5: Materialdaten und Abmessungen
Parameter Wert Einheit
Elastizita¨tsmodul E 200 [K][L]2
Querkontrationszahl ν 0.25 [−]
Penaltyparameter α 2E+5 [K][L]3
La¨nge 15 [L]
Breite 1 [L]









u = 5.5 [L]
Bild 7.17: Balken auf ein Balken
Im Bild 7.18 ist die Deformation sowie der Kontaktdruck zu sehen nachdem
die Ko¨rper in Kontakt miteinander getreten sind. Der Kontaktdruck steigt mo-
noton an in den Gaußpunkten deren X-Koordinate∈ [6.9;10] ist. Daru¨ber hin-
aus ist ein maximaler Kontaktdruck dort zu verzeichnen, wo die Last angreift.
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Diese Tatsache ist Bild 7.18 zu entnehmen. Der glatte Verlauf der Kontakt-
druckkurve ist ein Indiz dafu¨r, dass das implementierte Verfahren eine stetige
Normale an u¨ber die gesamte Rechenzeit garantiert.





















Bild 7.18: Deformation und Kontaktdruck nach dem ersten Lastschritt (STC)
Nach dem ersten Lastschritt, lo¨sen sich die meisten Gaußpunkte aus dem
Kontakt und es bleiben nur noch ein paar Gaußpunkte im Kontakt.
Im den Bildern 7.19 und 7.20 sieht man die deformierten Ko¨rper nach einer
5, 10, 15, 25, 40 und 65 % Lastaufbringung. Die Kontaktdruckkurve zeigt
die Gaußpunkte, wo der maximale Kontaktdruck nach 25, 40 und 65 %-tiger
Lastaufbringung zu verzeichnen ist. Der Verlauf ist auch in diesen Schritten
stetig. In diesen Bildern ist die untere Seite am oberen Kragarm in Kontakt
mit der oberen Seite des unteren Kragarms.
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Bild 7.19: Deformation und Kontaktdruckverlauf 5, 10 und 15 %-tiger Last-
aufbringung (STC)
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Bild 7.20: Deformation und Kontaktdruckverlauf nach 25, 40 und 65 %-tiger
Lastaufbringung (STC)
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Bild 7.21: Deformation nach 80, 90 und 100 %-tiger Lastaufbringung (STC)
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In Bild 7.21 kann man den Kontaktwechsel vom unteren zum rechten Rand
am oberen Kragarm sowie die zugeho¨rigen Kontaktdruckverla¨ufe sehen.
               Time = 6.00E-02
               Time = 1.00E-01
               Time = 1.60E-01
Bild 7.22: Deformation nach 5, 10 und 15 % Lastaufbringung (FEAP)
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               Time = 2.60E-01
               Time = 4.00E-01
               Time = 6.60E-01
Bild 7.23: Deformation nach 25, 40 und 65 % Lastaufbringung (FEAP)
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               Time = 8.00E-01
               Time = 9.00E-01
               Time = 1.00E+00
Bild 7.24: Deformation nach 80, 90 und 100 % Lastaufbringung (FEAP)
In den Bildern 7.22 bis 7.24 sieht man das Deformationsverhalten nach
der FEAP-Berechnung. Das zeigt die gute U¨bereinstimmung mit der STC-
Berechnung aus den Bildern 7.19, 7.20 und 7.21.
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Im Bild 7.25 ist das Kraftverschiebungsdiagramm des Knotens, an dem die
Last angreift, aus der STC-Berechnung gegen das Kraftverschiebungsdia-
gramm aus der FEAP-Berechnung aufgetragen. Die Kurve aus der STC-
Berechnung weist einen glatten Verlauf, wa¨hrend die Kurve aus der FEAP-
Berechnung einige Unstetigkeiten aufweist. Diese Unstetigkeiten resultieren
aus der Diskontinuita¨t der Normale an, wenn der Knoten aus dem Slave-
Partner u¨ber mehrere Segmente des Master-Partners gleitet.
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Zusammenfassend kann man aus diesem Beispiel folgern, dass das imple-
mentierte segment to curve Verfahren einen stetigen Kontaktspannungsver-
lauf aufweist. Das ist ein Indiz dafu¨r, dass u¨ber die gesamte Rechenzeit die
Normale an keine spru¨nghafte A¨nderungen aufweist.
Das u¨berlineare Konvergenzverhalten nach der Residuumsnorm fu¨r dieses
Beispiel ist in Bild 7.26 dargestellt.














Bild 7.26: Konvergenzverhalten nach 100 % der Lastaufbringung
Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer alternativen
Vorgehensweise zur Behandlung von Kontaktproblemen sowohl aus dem
elastisch-starren als auch aus dem elastisch-elastischen Bereich.
Die bekannten Node-to-Segment und Segment-to-Segment Verfahren haben
Probleme wenn bei großen Verformungen ein plo¨tzlicher Wechsel der
Fla¨chennormalen auftritt. Dieser Wechsel, der aus der Beschreibung von
Kontaktproblemen mit Kontaktelementen niederer Ordnung resultiert, kann
vermieden werden, wenn die Kontaktra¨nder mittels C1-stetiger Geometrien
beschrieben werden ko¨nnen.
Schwerpunkt der Arbeit ist die C1-stetige Rekonstruktion des durch Lini-
enelemenete diskretisierten Kontaktrandes des Master-Partners, so dass alle
aus der Diskretisierung bekannten Knoten des Randes wieder in der weiteren
FEM-Berechnung beru¨cksichtigt werden. Ferner ist die Kontaktdetektion
sowie die Ermittlung des so genannten closest point durch die Analyse der
geometrischen Schnittstelle durchzufu¨hren und somit die Implementierung
eines alternativen Segment-to-Curve Verfahrens.
Einen ersten Ansatz, die Kontaktvorga¨nge mit C1-stetigen Oberfla¨chen zu
beschreiben, liefern WRIGGERS & KRSTULOVIC OPARA (2001). Hier wird
vorausgesetzt, dass das aktive Kontaktsegment, wo der Kontakt stattfindet,
bekannt ist. Der Kontaktrand wird durch C1-stetige Polynome (Be´zier und
Hermite) beschrieben, die durch den so genannten Mittelknoten definiert
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sind. Das Kontrollpolygon setzt sich aus den Mittelknoten zweier aufeinan-
der folgenden Kontaktelemente und deren gemeinsamen Knoten zusammen.
Diese Polygone gehen aber nicht durch alle Knoten des Kontaktrandes und
fu¨hren damit zu einer anderen Geometriekonstruktion.
Eine weitere Mo¨glichkeit bieten STADLER & HOLZAPFEL (2004). In dieser
Arbeit wurden verschiedene Subdivision Schemata benutzt, um Kontakt-
fla¨chen beliebiger Topologien zu parametrisieren. Diese Technik liefert sehr
glatte Geometrien, die aber von der Initialgeometrie sehr abweichen, was zu
einer verfa¨lschten Rekonstruktion der Geometrie fu¨hrt (Siehe Kapitel 6).
Die Methoden des geometrischen Modellierens (siehe FARIN (2002), HO-
SCHEK & LASSER (1992)) stellen eine Mo¨glichkeit zur Verfu¨gung, um aus
einer vorgegebenen Knotensequenz eine C1-stetige Kurve zu modellieren.
Fu¨r die Bildung einer Cn-stetigen Kurve werden immer (n+ 2) Kontroll-
punkte vorausgesetzt.
Fu¨r die C1-stetige Geometrierekonstruktion werden drei Kontrollpunkte
vorausgesetzt. Der durch Linienelemente diskretisierte Kontaktrand erfu¨llt
diese Voraussetzung nicht. Um dieses Problem jedoch beheben zu ko¨nnen,
wurde das KOBBELT-Subdivision Schemata angewendet, um einen virtuellen
Knoten Pm aus drei zusammenha¨ngenden Linienelementen {e1,e2,e3} zu
generieren, so dass aus den beiden Knoten des Linienelementes e2 zusammen
mit Pm einen C1-stetigen Rand gebildet werden kann.
Um diese Operation durchfu¨hren zu ko¨nnen, wurden einige Suchalgorithmen
implementiert, mit deren Hilfe die benachbarten Linienelemente in der Form
von {e1,e2,e3} gebracht werden ko¨nnen.
Die Suchalgorithmen werden einmal nach dem Einlesen der Topologie
eines zu berechnenden Modells ausgefu¨hrt, wo hingegen das Generieren des
virtuellen Knotens in jedem Iterationsschritt ausgefu¨hrt werden muss.
Fu¨r die Ermittlung der Durchdringungsfunktion dn wurde ein Algorithmus
entwickelt, der den Schnittpunkt zwischen zwei durch B-Spline para-
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metrisierten Raumkurven ermittelt. Dieser Algorithmus muss in jedem
Iterationsschritt ausgefu¨hrt werden. (Fu¨r den detaillierten Ablauf siehe Box
6.1).
Anhand elementarer Beispiele konnte die Leistungsfa¨higkeit des implemen-
tierten STC-Verfahrens gezeigt werden. Die berechneten Beispiele haben
einen stetigen Kontaktspannungsverlauf aufgewiesen, was beweist, dass die
Normale keine spru¨nghafte A¨nderungen aufweist. Desweiteren wurde eine
sehr gute U¨bereinstimmung mit der analytischen (HERTZschen) Lo¨sung
sowie ein u¨berlineares Konvergenzverhalten nachgewiesen.
Das Segment-to-Curve Verfahren ist in seiner existierenden Implementierung
nur fu¨r zweidimensionale Kontaktprobleme bei großen Deformationen ge-
eignet. Insofern ist die Erweiterung auf dreidimensionale Kontaktprobleme
als eine nahe liegende Mo¨glichkeit fu¨r weitere Forschungen zu empfehlen.
Durch die Ermittlung des closest point ist ein erster Schritt fu¨r die Behand-
lung des tangentialen Kontaktes gemacht worden. Der tangentiale Kontakt
wurde aber nicht implementiert. Demnach ist die Erweiterung der vorliegen-
den Arbeit auf Probleme mit tangentialem Kontakt unter großen Deformatio-
nen zu empfehlen.
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Anhang A
Be´zier-Fla¨chen
Im Abschnitt 3.3.1 wurde auf die Bernstein-Polynome, die fu¨r die Bil-
dung einer Be´zier-Kurve eingesetzt werden eingegangen. Diese Polyno-
me sind abha¨ngig von einem Parameter t. In diesem Abschnitt werden
die Tensorprodukt-Bezier-Fla¨chen hergeleitet. Zuna¨chst geht man von einer
Be´zier-Kurve des R2 oder R3 aus und bewegt diese Kurve durch den Raum,
wobei auch Deformationen von C(t) zugelassen werden, HOSCHEK & LAS-
SER (1992). Es wird vorausgesetzt, dass der Grad n, der Kurve C(t) u¨ber
den ganzen Bewegungs- und Deformationsprozess konstant bleibt. Damit ist
die Kurve zu jedem Zeitpunkt durch die Lage ihrer Kontrollpunkte eindeutig
bestimmt. Bewegt sich die Kurve, so bewegt sich auch jeder Kontrollpunkt.
Die Bewegung jedes Kontrollpunktes erfolgt wiederum auf einer Kurve. Man
setzt voraus, dass auch diese Kurven Be´zier-Kurven sind und dass sie alle den
gleichen Grad n besitzen. Damit erhalten wir die Beschreibung eines Punktes










j (v) , (A.1)
mit u,v ∈ [0,1]× [0,1]. Die Koeffizienten pij heißen Be´zier-Punkte, die
Menge der Be´zier-Punkte bildet das Be´zier-Polyeder oder das Be´zier-Netz.
Die Folgen der Be´zier-Punkte bij des Be´zier-Netzes mit i = const. werden
als Fa¨den des Be´zier-Netzes bezeichnet. Die Punkte p00, pn0, p0m und pnm
sind die Eckpunkte der Be´zier-Fla¨che. Durch den Grad der beschreibenden
Kurven ist die Anzahl der Kontrollpunkte festgelegt. Sie liegt immer um 1
1F steht fu¨r Fla¨che, der untergesetzte Index B steht fu¨r Bezier
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ho¨her als der Grad der Kurve, d.h. fu¨r eine Kurve von Grad m werden m+1
Kontrollpunkte beno¨tigt und folglich fu¨r eine Be´zier-Fla¨che (m+1)×(n+1)
Kontrollpunkte.
Bild A.1 zeigt beispielhaft eine Be´zier-Fla¨che vom Grad n=m = 2 im dreidi-

















Beispiel einer Bezierfläche. m=n=2
Bild A.1: Eine Be´zier-Fla¨che in E3
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A.0.4 Eigenschaften von Be´zier-Fla¨chen
Die Be´zier-Fla¨chen besitzen die gleichen Eigenschaften wie die Be´zier-
Kurven. Diese Eigenschaften sind schon im Abschnitt 3.3.2 aufgeza¨hlt wor-
den.
A.0.5 Ableitung von Be´zier-Fla¨chen
Im Abschnitt 3.3.3 wurde die Ableitung einer Be´zier-Kurve CB(t) nach dem
Paramter t eingefu¨hrt. In diesem Abschnitt wird die Ableitung einer Be´zier-
Fla¨che F B(u,v) nach den Parametern u und v gebildet. Da eine Be´zier-Fla¨che
in zwei Parametern parametrisiert ist, wird auch die gemischte Ableitung der
Be´zier-Fla¨che nach u und nach v eingefu¨hrt.
In Anlehnung an die Herleitung der Ableitung der Be´zier-Kurve in Abschnitt
































∆r0pij = ∆r−1,0pi+1,j− ∆r−1,0pij
∆0spij = ∆0,s−1pi,j+1 −∆0,s−1pij .
Die gemischte Ableitung la¨sst sich nach HOSCHEK & LASSER (1992), FA-


































Bei der Ableitung einer Be´zier-Fla¨che entsteht wiederum eine Be´zier-Fla¨che.
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A.0.6 Matrizendarstellung von Be´zier-Fla¨chen





1 (u) · · · Bmm(u)
]

p00 p01 · · · p0n
p10 p11 · · · p1n
... ... . . . ...










FBk(u,v) =BT(u)PkB(v) . (A.5)
In den Gleichung (A.4) und (A.5) steht der tiefgestellte Index k fu¨r die
gesuchte Koordinate. Wird beispielsweise die x-Koordinate gesucht, so steht
x anstelle von k.
Die Dimension D der Matrix P ha¨ngt vom Grad der Be´zier-Fla¨che FB(u,v)
ab, es gilt D(P) = (n×m).
Anhang B
B-Spline-Fla¨chen
Die Erweiterung der B-Spline-Interpolation von der Kurve auf die Fla¨che
fu¨hrt zu einer Fla¨chendarstellung, die dieselben positiven Eigenschaften der
B-Spline-Kurven besitzt. Das Polygonnetz wird durch die vorgegebenen
Kontrollpunkte pij aufgespannt. Erweitert man Gleichung (3.19), so erha¨lt
man folgende Darstellung fu¨r eine B-Spline-Fla¨che vom Grad k,l im Raum





















ui+r+1 − ui+1 N
r−1
i+1(u)
r = 1, . . . ,n+k
i = 0, . . . ,n+k-r
(B.2)
fu¨r die eine Koordinatenrichtung, und
N0i (v) =
{








vi+r+1 − vi+1 N
r−1
i+1(v)
r = 1, . . . ,m+l
i = 0, . . . ,m+l-r
(B.3)
1F steht fu¨r Fla¨che, der untergesetzte Index S steht fu¨r B-Spline
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fu¨r die andere Koordinatenrichtung.













Eine Bsplinefläche n=3, m=3
Bild B.1: Eine B-Spline-Fla¨che in E3
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B.0.7 Ableitung von B-Spline-Fla¨chen
Die Differentiation einer B-Spline-Fla¨che ist in Analogie zu Gleichung (3.21)
wie folgt definiert, siehe PIEGEL & TILLER (1997)
∂s+p
∂su∂pv












Dabei lassen sich die Ableitungen der Basis-Spline-Funktionen nach den
Gleichungen (3.21) und (3.23) berechnen.
B.0.8 Matrizendarstellung von B-Spline-Fla¨chen





1(u) · · · Nkn(u)
]

p00 p01 · · · p0m
p10 p11 · · · p1m
... ... . . . ...











FSo(u,v) =NT(u)PoN(v) . (B.6)
In den Gleichung (B.5) und (B.6) steht der tiefgestellte Index o fu¨r die
gesuchte Koordinate. Wird beispielsweise die x-Koordinate gesucht, so steht
x anstelle von o.
Die Dimension D der Matrix P ha¨ngt von Grad der Bezierfla¨che FS (u,v) ab,
es gilt D(P) = (n×m).
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